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Analyse numérique/Numerical Analysis

Sur un procédé de construction d’algorithmes de calcul
approché des racines d’une équation du type f (x)=0

Jean-Claude Y AKOUBSOHN

Résumé — On utilise le procédé de construction de la méthode de Newton pour déterminer une
classe de méthodes itératives et on exhibe a cette occasion, un exemple original de méthode itérative
d’ordre trois.

On an algorithm construction method for the computation of roots of equations

Abstract — We construct a class of iterative methods to solve non linear equations and we give an
original example of a third order iterative method.

I. NotaTions. — f désigne une fonction définie sur un intervalle I de R dans R et r un
zéro simple de f, c’est-a-dire : f (r)=0, f’ (r) #0. On considére une fonction g de R dans
R telle que g et sa dérivée soient non nulles sur I; 4, v et w sont trois fonctions definies
de I dans R et dont les liens avec la fonction f apparaitront dans la suite. Afin d’alléger
Iécriture de certaines relations, on convient de noter f, u, v, w, etc. au lieu de f (x), u (x),
v(x), w(x), etc. On notera h’, k", K, . .., h™ les dérivées successives d’une fonction h;
en outre, la simple écriture h™ suppose implicitement que la. fonction h est derivable
jusqu’a I'ordre n sur son domaine de définition.

II. InTrRODUCTION. — Il est ici question d’algorithmes ou méthodes itératives qui sont
définis par la donnée d’une fonction F appelée fonction d’itération de la méthode, et
d’une valeur initiale x,. La suite (x,), . définie par :

xo dOIlIlé, x"+ 1= F (x")
est destinée 4 converger vers une racine de ’équation f(x)=0 (Traub{8]). Le point x,
est calculé par des méthodes d’isolation et de localisation des zéros d’une fonction. Si f
est un polyndme, on pourra consulter Dedieu[3]. La construction annoncée dans le titre

est basée sur le procédé suivant. Dans une premiére étape, on calcule pour une valeur
fixée de la variable x, A et B solution du systeme :

Ag+B=u
Ag'=v.
On obtient A =v/g’ et B=u—uvg/g’".

Ceci permet dans un deuxiéme temps, de définir I'itéré de x, noté F(x), et donc la
fonction d’itération de la methode par :

R1 Ag(F)+B=0

_ U,
R2 |F(x)——x|=lnf{|y—-x| | veg 1(g—;g)}.
Et ceci sous I"hypothése qui rend le calcul ci-dessus possible :

pour tout xel, on a g—Eg’eImgﬂ L.
v
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L’ordre d’une telle fonction d’itération est donné par la

ProOPOSITION 1. — La fonction ditération F définie par les relations R1 et R2 est :

1° d’ordre 2 en r [F(r)=r et F'(r)=0] si et seulement si les relations suivantes sont
vérifiées :

R3 u(r)=0 et v(r)#0
R4 u' (r)=v@);
dans ce cas, on a au point x=r :
F,, _ _ uu + 2 U’ B g.r: ;
v g

2° d’ordre 3 enr [F(r)=r et F'(r)=F" (r)=0] si et seulement si les relations R3 et R4
sont vérifiées ainsi que :

RS —gMv@+QvE—u’)g (r)=0;
dans ce cas, on a en x=r

+
v p? p?

/ 4

v v /& g

On utilise la relation R1 pour montrer la proposition 1.

On détermine maintenant une classe de fonctions u et v satisfaisant a la proposition 1.
D’apres Traub[8], p. 98, une fonction d’itération d’ordre m dépend explicitement de f et
des m—1 premiéres dérivées de f. On cherche u et v sous la forme de polyndmes

homogénesen f, f', ..., f™ V. On a alors la

PROPOSITION 2. — Soit g(x)=x.

1° Les polynémes u et v homogénes de degré 1 en f et f qui satisfont aux relations R3
et R4 sont de la forme :

u=ug f, v=0qy f+uy f~ avec uyeR et vy eR.

2° Les polynémes u et v homogénes de degré 2 en f, " et ' qui satisfont aux relations
R3, R4 et RS sont de la forme :

4 4 u 7 7
u=uy 2 +u, ff, v=vy f>+u, ff _"jff +uy

avec ug€R, u,eRetvyer.

Exemple 1. — Dans le 1 de la proposition 2, en prenant v,=0 et u,#0, on retrouve
la fonction d’itération de Newton. Dans le cas 2 en prenant u,=0, u,; =2 et v,=0, on
retrouve la fonction d’itération de Halley.

Exemple 2. — g(x)=x", u=fet v=f". On obtient la fonction d’itération d’ordre deux
donnée par Burgstalher [1] pour des polynomes.
L’étude de la convergence d’une telle méthode avec des hypothéses adéquates sur les

fonctions g, u et v est strictement identique a celles faites par Dieudonné [4], p. 59, et
par Ostrowski [7].

ITI. CONSTRUCTION D'UNE CLASSE DE FONCTIONS D’ITERATION D'ORDRE 3. — On détermine
pour une valeur fixée de la variable x, A, B et C solution du systéme :
Ag*+Bg+C=u
2Agg’+Bg'=v
2A(gg”"+g3H)+Bg =w;
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on obtient :
287 A=g'w—g"v,2g°B=(g""+gg")v—g'gw
2g3C=2ug®+g*gw—vg(2g’% +gg").

L’itéré de x est défint par :

R6 Ag?(F)+Bg(F)+C=0
R7 |F(x)—x|=Inf{|y—x| | yeg ' (H(x))}
ou
2ug’ /v 2ug’[v } 2uw L u g”
H(x)=<g— . 8— et A=1— ——+4+2- =—,
(){g 1+\/Kg1—\/3 v? v g

11 faut supposer que H (x) est contenu dans Img NI et que A=0, pour tout xel.

ProrosiTiON 3. — La fonction d’itération F définie par la relation R7 est d’ordre 3 si et
seulement si les relations suivantes sont vérifiées :

R8 u(r)=0
R9 w(r)=v(r)
R10 —2v(N)g" MO+W (N-2v"F)+w()g (r)=0.

Les calculs établissant la proposition sont effectués a I'aide de la relation R6.
Comme en II, on recherche les fonctions u, v et w sous la forme de polynémes
homogenes en f, f*, ..., f™ 1D oll m est I'ordre de la fonction d’itération. On a la

ProrosiTION 4. — Soit g(x)=x.
1° Les polynémes homogénes u, v et w de degré 1 en f, f* et f” satisfaisant aux relations
R8, R9 et R10 sont de la forme :

u=u f, v=uy '+, J, w=wo f+2vo [ +uo f”
oU Uy, vy et w, sont des nombres réels quelconques.

2° Les polynémes homogeénes u, v et w de degré 2 en f, ' et [’ satisfaisant aux relations
R8, R9 et R10 sont de la forme :

u=uo f2+uy ff"+u, ff”
v=0o f2+0; ff"+0, [ +uy [P ruy f1 7
w=wo [2 4wy [ +wy ff7+2(0; —tio) [P+ Quy+uy) f 7 +uy [
ou Uy, Uy, Uy, Vg, Uy, Uy, W, Wy €t W, sont des nombres réels quelconques.
On étudie plus spécialement les deux exemples suivants :

Exemple 3. — Avec g(x)=x, u=f, v=f"et w=f". On obtient :
2f
1+\/1—2ff"'/f’2

On retrouve la fonction d’itération de Cauchy [2]. La méthode itérative associée a F est
d’ordre 3 : c’est la méthode des paraboles.

On a au point x=r: F®=f®/f" De plus si le produit f f’ est négatif sur un
intervalle contenant une racine, il y a convergence monotone de la suite(x,), .y vers la
racine de f. On peut enfin remarquer qu’il existe un voisinage d’une racine de f ou la
quantité f'2— ff”’ est positive.

Voici 'exemple d’une méthode itérative dont les limites d’utilisation sont dues uni-
quement a la fonction f et a ses dérivées et sans que la fonction d’iteration en soit la
cause.

F(x)=x—
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Exemple 4. — Avec g(x)=x, u=ff", v=f"*—ff"" et w=—f" f”; on obtient :
2 fr
F(x)=x— .
T G

Cette fonction d’itération est d’ordre trois avec en x=r

F(S):ﬁ_é(ﬂ)z
fo2\f )

On peut noter que les valeurs qui annulent la dérivée f” sont des points fixes instables.
De plus st la condition :

/ f’z ) 77
(3) 2 2
o< )

est réalisée dans un intervalle qui contient une racine, alors il y a convergence monotone
de la suite (x,), . vers la racine. Cette condition s’obtient en écrivant : F’ >0.

Ainsi pour f (x)=Logx, la condition précédente est réalisée et le domaine d’attraction
de la racine x=1 est ]0, + oof.

Note remise le 28 octobre 1988, acceptée aprés révision le 21 février 1989.
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