Cours magistral 6 : Fonctions hyperboliques, cosinus

hyperbolique et sinus hyperbolique

Pour x € R, le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique
sont respectivement :

La fonction ch est paire et la fonction sh impaire.

En exploitant les propriétés de la fonction exp, on obtient
immédiatement que les fonctions cosinus hyperbolique et sinus
hyperbolique sont définies, continues et dérivables sur R.



Quelques propriétés

m ch®x —sh?x = 1.

m ch’ x =shx, sh’ x =chx.

Démonstration.
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Pourquoi ces noms?

Exercice

Géométriquement, une courbe paramétrée est donc l'ensemble des
points M du plan de coordonnées (x(t), y(t)) avec t € I.

On vous propose de dessiner les courbes paramétrées

t — (cost,sint) et t — (cht,sht) en utilisant Géogébra.



Tableaux de variations

Exercice

Dressons les tableaux de variations des fonctions ch et sh.
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Question de réciproque ?

Question : La fonction ch : R — R est :
Ni injective, ni surjective
Injective mais non surjective
Surjective mais non injective
Bijective (injective et surjective)

J'ai réfléchi mais je ne sais pas répondre.



Question de réciproque pour sh?

Question : La fonction sh: R — R est :
Ni injective, ni surjective
Injective mais non surjective
Surjective mais non injective
Bijective (injective et surjective)

J'ai réfléchi mais je ne sais pas répondre.



Question de réciproque pour ch ?

Question : La fonction ch : A — B est bijective lorsque :
A=Ret B=R"
A=Ret B=[1;+o0[
A=Rt et B=RT"
A=[1;,+oo[ et B=R"
A=R" et B=[1;+o0]
BA=RTetB=R

J'ai réfléchi mais je ne sais pas répondre



Argsh et Argch.

La fonction sh : R — R est une bijection, sa réciproque est

Argsh : R — R.

La fonction ch : RT — [1; +-00[ est une bijection, sa réciproque est
Argch : [1,4o00[— RT.

Y chx
shx
1 y Argshx
1 Argchx
01 X
01 x




Propriété de Argsh

m Argsh : R — R est strictement croissante et continue.

1
x2+1°

m Argsh est dérivable et Argsh’ x =

m Argshx =In (x + VX2 +1).
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Propriété de Argch

Exercice

Démontrer que :

Argch est dérivable sur |1, +o0o[ et pour tout x > 1,
Iy 1
Argch’ x = N

Pour tout x > 1, Argchx = In (x+ VX2 — 1).




Tangente hyperbolique

On définit la tangente hyperbolique ainsi :

sh x
thx = —
x ch x

La fonction th est définie, continue et dérivable sur R.
Calculons sa dérivée puis déterminons son tableau de variations :

=



La fonction th : R —] — 1, 1] est une bijection, on note
Argth :] — 1,1[— R sa bijection réciproque.

Argthx




Un mini formulaire

ch(a+ b)=cha-chb+sha-shb ch(2a) =ch?a+sh’a
sh(a+ b) =sha-chb+shb-cha sh(2a)=2sha-cha

_ thatthb
th(a + b) = 555305

Démonstration.
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