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Introduction.

La structure transverse d'un feuilletage est une notion aussi riche que polysémique. C'est un avatar parmi les
plus sophistiqués de ce qu'Henri Poincaré appelait /'application premier retour. Désormais, par de multiples
incarnations, elle embrasse, entre autres, les notions de monodromie, d"holonomie et d'applications de Dulac et
effleure celle de groupe de Galois et d'espace des feuilles. Cette structure a été extensivement étudiée. Faire un
historique de la notion un tant soit peu complet et pertinent représente un travail a part entiere et, sans aucun
doute, non négligeable. Il n'en est donc pas question ici. La littérature abordant cette notion est vaste puisque,
outre celle qui traite des feuilletages eux-mémes, on pourrait y ajoindre presque tous les travaux en dynamique
discréte se trouvant, via un procédé de suspension, apporter immédiatement des informations intéressantes sur
les feuilletages et la structure de leurs espaces des feuilles.

P(x)

P(P(a))

Application premier retour.

Citons pour illustrer notre propos quelques noms attachés a I'étude de la structure transverse : Poincaré,
Reeb, Lie, Haefliger, Thom, Anorld, Dulac, Godbillon, Painlevé, et plus récemment Ecalle, Ramis, Martinet,
[I'yashenko, Loray, Moussu, Cerveau, Mattei... Cette liste trés incompléte et un peu artificielle n’a pour objectif
que d'illustrer I'implication dans la description de la structure transverse de tous ceux qui se sont intéressés,
méme de loin, aux feuilletages.

La structure transverse est devenue une notion commune a laquelle nous nous sommes habitués. Le contraste
avec le maigre volume des travaux se rapportant a la structure tangente des feuilletages est frappant. Ce n’est
pas tant, évidemment, la qualité de ceux-ci qui surprend que leur rareté. De méme que les notions de structures
transverses enployées sont multiples et souvent ad-hoc, la défintion de la structure tangente miirit au méme

5



Sur la structure tangente d'une équation différentielle...

rythme que les résultats qui s'y rapportent. A la rigueur, on pourrait faire reposer les différentes définitions
possibles sur I'idée suivante : la structure tangente est ce qui reste lorsque la structure transverse est fixée.

Dans ce mémoire, j'ai essayé de définir la problématique des modules tangents dans un contexte qui m'occupe
depuis mes travaux de theses, en I'occurence, celui d'un germe de feuilletage holomorphe a singularité isolée
dans le plan complexe, c'est-a-dire, une 1-forme différentielle holomorphe

w = a(X7y)dX+b (X)y)dy

ou a et b sont des séries entieres convergentes de deux variables sans diviseur commun. Comme nous le verrons,
ces singularités concentrent |'essentiel de la richesse du probléme.

Trace réelle d'un feuilletage holomorphe de ((CZ,O> .

Les courbes intégrales de cette forme différentielle qu'on appelle les feuilles du feuilletage se répartissent en
deux catégories : celles qui vont jusqu'a la singularité en y adhérant de facon analytique et les autres. Le
caractére exceptionnel des premieres leur a valu un nom : ce sont les séparatrices de la singularité. Il est
amusant de noter que, si cette appellation et la figure ci-dessus le suggérent, les séparatrices ne séparent, de
fait, rien du tout.

Dans ce qui suit, je parlerai simplement de feuilletages. Sauf mention explicite du contraire lors d'incursions
dans le monde global, on pourra toujours imaginer que feuilletage signifie pour moi, germe de singularité du
plan complexe.
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1. Retour sur la structure transverse.

Examinons la définition de la structure transverse la plus communément utilisée dans un contexte a priori simple.
Un feuilletage holomorphe régulier & de codimension . sur une variété complexe X admet un recouvrement
trivialisant, c'est-a-dire, une famille couvrante de submersions

{7’(1 : ui — vi}iel X= U ui
iel

a valeurs dans C" dont les fibres sont des sous-variétés plongées lisses localement invariantes. Lorsque deux
des ouverts {U;};.; présentent une intersection non triviale, on peut factoriser I'une des fibrations via I'autre
dans un diagramme commutatif

uiﬁu]'

T
Pyj

T[i(uiﬂUj) CV;LHT[J' (Uiﬂu)') CVj

que |'on peut visualiser dans le dessin suivant

TV i
FiGURE 1.1. Construction de la structure transverse d'un feuilletage.

La réunion disjointe des ouverts {Vi};.; constitue une variété qui supporte un pseudo-groupe engendré par
la collection des applications factorisantes 1;;. C'est ce pseudo-groupe que l'on a pris I'habitude d'appeler
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structure transverse. Lorsque le feuilletage est singulier, la structure transverse de celui-ci est généralement
définie comme étant celle du feuilletage régulier induit sur le complémentaire de son lieu singulier. Nous verrons,
par la suite, que cette facon de procéder est parfois quelque peu insatisfaisante mais signalons d’ores et déja,
que ce prolongement de la notion de structure tranverse aux feuilletages singuliers ne saurait distinguer certains
feuilletages donnés par les niveaux de fonctions ayant méme fibres critiques : ce défaut est a I'origine des travaux
de R. Moussu [38] sur la conjecture de Thom dans lesquels il a enrichi la notion de structure transverse pour
certains feuilletages singuliers faisant d’elle un invariant plus discriminant.

Pour comparer les structures transverses de deux feuilletages donnés, nous disposons d'une équivalence de
pseudo-groupes introduite par Haefliger [29] et qui n'est pas la premiére a laquelle on songe : il serait aisé
de désigner comme équivalents deux pseudo-groupes présentant des variétés supports isomorphes par un mor-
phisme conjuguant les deux pseudo-groupes. Mais pour notre usage, cette approche est de loin trop restrictive :
il suffirait d’adjoindre artificiellement a la structure transverse initiale une submersion supplémentaire pour ob-
tenir une structure transverse non équivalente, |a ou, visiblement, rien n'a bougé. Pour assouplir la comparaison
des structures transverses, il faut, suivant Haefliger, autoriser certaines chirurgies induites par le pseudo-groupe :
si X est une variété et G un pseudo-groupe sur X, on considére un recouvrement dénombrable de X = [ J;c U;
et la variété X' réunion disjointe des ouverts U; que I'on munit du pseudo-groupe engendré par les collections
Cij d'éléments de G qui ont leur source dans U; et leur but dans U;. Deux pseudo-groupes sont alors dits
équivalents lorsque par chirurgies sur chacun d'eux, on peut obtenir deux nouveaux pseudo-groupes conjugués
au sens fort. Ici, le gain de souplesse vient de ce que I'on remplace une conjugaison globale par une famille
de conjugaisons définies localement conjuguant les traces locales des pseudo-groupes sans requérir que ces
conjugaisons se recollent. L'objet de pensée restant invariant dans ces chirugies est |'espace des orbites du
pseudo-groupe - le quotient de la variété par I'action du pseudo-groupe - qu'il faut toujours considérer avec
circonspection car, en général, il ne supporte aucune structure assez fine pour nos besoins. Néanmoins, on peut
garder a I'esprit que deux feuilletages ont méme structure transverse lorsque leurs espaces d’orbites, c'est-a-dire,
leurs espaces des feuilles sont équivalents.

Formellement, on pourrait concevoir la définition de |'espace des modules tangents d’'un feuilletage de la facon
suivante : étant donnée une variété X d’'une classe quelconque, I'espace des feuilletages sur cette variété se laisse
quotienter par la relation d'équivalence identifiant les structures transverses au sens d'Haefliger. Le probléme
des modules tangents revient a dire quelque chose d'intéressant sur le quotient d’'une classe d'équivalence
donnée par la relation de conjugaison des feuilletages. En toute généralité, I'objet obtenu, susceptible d'étre
énorme, n'admet aucune structure.

Par exemple, dans la classe analytique complexe, une fonction f méromorphe sur une courbe C de genre g
produit un feuilletage en courbes complexes construit en compactifiant le quotient d'un ouvert du produit
C x C* par la relation

(x,2) € Cx C* ~ (x,f(x)-2z).

Le feuilletage F ainsi formé est une fibration elliptique singuliere dont la structure transverse de la partie
réguliére est triviale et ne dépend que peu de f car elle est donnée par la submersion globale

(x,z) eF—-xeC

tandis que la structure tangente, qui est ici incarnée par la structure complexe des fibres elliptiques, est
entierement déterminée par la fonction méromorphe f. Ce qui laisse un choix relativement vaste, méme si dans
I'exemple, I'interprétation géométrique des modules tangents ne fait aucun doute.
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2. Déploiement d’un feuilletage.

2.1. Le nombre de modules tangents. L'un des points de départ de mon travail est un théoreme dii a Jean-
Francois Mattei qui remontre a I'année 1991 [32]. Je voudrais motiver et présenter ce résultat en détail puisqu'il
porte en germe |'essentiel de mes préoccupations et est a |'origine de certaines propriétés qui restent, a ce jour,
mystérieuses pour moi. Ce résultat concerne la notion de déploiement qui est un puissant outil dans I'analyse des
modules tangents d'un feuilletage. La capacité qu’offre les déploiements vis-a-vis de la description des modules
tangents s'explique heuristiquement de la facon suivante : deux singularités du plan complexe admettent des
structures transverses équivalentes au sens de Haefliger si et seulement si elles sont reliées par un déploiement,
par ailleurs équisingulier et, si leurs classes analytiques viennent a différer, c'est par leurs modules tangents qui
varient le long de ce déploiement. Cette propriété doit étre légérement relativisée, car elle requiert un certain
nombre d’hypotheses parfois techniques mais qui laissent les singularités a structures transverses tres riches
donc rigides, comme celles a structures transverses tres pauvres admettant une intégrale premiere holomorphe,
satisfaire cette équivalence. Dés lors, il reste une classe intermédiaire de structures transverses pour laquelle
on ne sait pas énoncer une telle équivalence et 3 laquelle il faut probablement attacher une notion enrichie
de structure transverse. Néanmoins, pour une large famille de singularités, on peut garder a |'esprit qu'en
les déployant, on déformera a volonté les modules tangents sans jamais toucher la structure transverse : les
déploiements constituent a ce titre un outil idéal pour aborder le probleme de la description géométrique des
modules tangents.

Un défaut important de la théorie des déploiements est le manque critique d'exemples explicites qui sont
généralement d'un apport essentiel dans la formulation de conjecture et le test d'hypothéses. Le probléeme est
si dramatique que je pense pouvoir affirmer sans doute significatif que ce manuscrit explorera |'ensemble des
exemples connus a ce jour. Par suite, j'ai eu dans mon travail le souci constant de la recherche de tels exemples
et j'essaierai d'expliquer tout au long de ces lignes les phénoménes qui rendent compte de la difficulté d'en
construire.

Venons-en a la définition de déploiement.

En toute généralité, le déploiement d'un feuilletage F sur une variété X est un feuilletage IF sur une variété X
de méme codimension que celle de & - c’est I'hypothése essentielle - oli X est une déformation de X au-dessus
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de B au sens de Kodaira-Spencer incarnée dans le diagramme commutatif suivant

XC—i>X

L,

P—>B
tel que le diagramme induit pour les variétés feuilletées commute également

SFC_i)F .
ip
P——B

On demande par ailleurs que 7t soit une submersion et que ses fibres soient transverses aux feuilles de F
en dehors de son lieu singulier. A titre personnel, voici I'image qui me vient a I'esprit lorsque je concois le
déploiement d'une singularité de feuilletage du plan.

FIGURE 2.1. Déploiement d'une singularité cuspidale.

Naturellement, la variété Xy = 7' (q) au-dessus d'un point q de B, est feuilletée par un feuilletage Fq obtenu
en intersectant les feuilles de IF et la fibre X. Les feuilletages 4 admettent une structure transverse commune
puisque c'est aussi celle de T et I'on retrouve I'invariance de la structure transverse le long d'un déploiement.
En fait, pendant longtemps, on pensait que la notion de déploiement était si restrictive qu'il se pouvait bien
que la plupart des feuilletages n'admettent pas de déploiements non analytiquement triviaux. Un théoreme
classique de Il'yashenko [25] affirme, par exemple, qu'un feuilletage générique en courbe de P?(C) n’admet
aucun déploiement non trivial. Le critére de généricité requis ici impose aux singularités du feuilletage d'étre
en particulier non dégénérées, ce qui signifie que la partie linéaire de toute 1—forme holomorphe définissant le
feuilletage localement est non nulle. Pour le point de vue local que j'adopte dans mon travail, cette derniére
hypothése laisse une marge bien étroite pour le type de singularités admises. Or, il se trouve que le résultat
de Jean-Francois Mattei que j'énoncerai bientot implique que, pourvu que sa multiplicité soit plus grande que
trois, une singularité se laisse toujours déployer.

De méme que les déformations au sens de Kodaira-Spencer sont localement C*°—triviales, les déploiements
équisinguliers de feuilletages sont des produits dans la classe C* : pour tout point q dans la base B, il existe
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un voisinage V de q et une application fibrée ¢ de classe C* tels que le diagramme suivant commute

F|7T*1(V) L—ffq xV,

T
pr;
(V,q)
La propriété d'équisingularité évoquée est délicate et relativement technique a énoncer. Mais on peut raison-
nablement la comprendre comme une transversalité forte entre les feuilles de I et la fibration, c'est-a-dire, une
transversalité qui reste valable méme aprés modification birationnelle centrée sur le lieu singulier de F. On peut

se convaincre de la nécessité de ce raffinement avec I'exemple suivant : sur un petit polydisque de C3 centré
en (0,0,0), la T—forme différentielle holomorphe

2
F: xd <x—|—1‘;‘2+z>

définit un déploiement du feuilletage donné par

2
F: x3d <x+y2>
X

pour la fibration (x,y,z) — z. Les feuilles de [ sont transverses aux fibres de la fibration précédente en
dehors de son lieu singulier qui est la courbe {x = 0,y = 0} et sans spécification supplémentaire de la condition
de transversalité, le feuilletage F serait un produit dans la classe C°°, ce qui n'est pas le cas. Or, aprés la
modification définie par

(2.1) (x,Y,2) - (xy,xyz,Z)

qui correspond a une suite de deux éclatements de germes de courbes lisses, le feuilletage relevé est régulier
et tangent a la fibration le long d'une courbe, ce qui est contraire a I'hypothése de transversalité forte. Ici, en
se contentant d'observer [ et pas ses modifications, on passe a c6té du défaut de transversalité qui est caché

dans le lieu singulier.
‘z '

FIGURE 2.2. Le feuilletage x3d (x—l— Xl; —i—z) et sa transformation d (x (x +y) +z) par la
modification 2.1

Lorsque la base du déploiement B est un germe de voisinage d'un point régulier dans une variété, c'est-a-dire,
lorsque B est isomorphe a un certain (CP,0), on parle alors de germes de déploiements a p paramétres. Je
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peux désormais énoncer le résultat de Mattei

Théoréme 1. [32] Soit F un germe de feuilletage & I'origine de C* & singularité isolée. Alors il existe un
déploiement équisingulier de & de base (Cé(rf )] O) semi-universel pour les déploiements équisinguliers de F. De
plus, on dipose de la relation suivante

(vp (F) =1) (vp (F) —2)
) =
& ) :
p singulier
infiniment voisin de 0

ot vy, (F) est la multiplicité du feuilletage F au point p infiniment voisin de 0.
p( P g point p

Dans la mesure ou les déploiements déforment un feuilletage dans la direction de ses modules tangents, le
résultat précédent produit un algorithme trés simple pour compter le nombre de ces modules : il suffit d'éclater
la singularité de F un nombre de fois suffisant pour que ce processus ne produise plus de singularité de
multiplicité plus grande que 3. On peut se contenter, par exemple, de procéder d'aprés Seidenberg [45] a la
désingularisation de F. En particulier, le théoreme 2.1 montre que toute singularité de multiplicité au moins
trois présente des déploiements non triviaux.

La semi-universalité signifie que tout déploiement équisingulier se factorise via le déploiement semi-universel et
que la partie linéaire de cette factorisation est unique'. De maniére plus précise, si I, désigne un déploiement

équisingulier semi-universel de F de base <(C5(?),O) et ' un déploiement équisingulier de base (C9,0) alors

il existe une conjugaison fibrée @ et une application de factorisation A : (C9,0) — ((CB(?),O) telle que le
diagramme suivant commute

et la partie linéaire de A est unique.

Un des axes principaux de mon travail consiste a déterminer A en fonction des données du probléme, autrement
dit, a trouver une facon de décrire |'application factorisante A lorsqu’un déploiement semi-universel est donné.
Ce qui revient plus ou moins a repondre au probléme suivant :

Probleme clé. Interpréter géométriquement les mo-
dules tangents d'un feuilletage.

Pour spécifier un peu la problématique ci-dessus, je vais détailler quelques exemples.

2.1.1. n germes de courbes lisses transverses invariantes.

1. Quand bien méme I'unicité de la factorisation compléte semble ne pas faire de doute, elle n’'est pas formellement établie a
I"heure actuelle.
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Quatre courbes. Un germe de feuilletage a I'origine de C? qui admet quatre germes de courbes invariantes
lisses et transverses est défini par une 1—forme s'écrivant dans certaines coordonnées locales de la facon
suivante [33]

(2.2) d (xy (y +x) (y + ax)) + h(x,y) (xdy —ydx),

dite forme normale de Takens, ol h est un certain germe de fonction analytique et a € C\{0, 1}. Lorsque
h est la fonction nulle, le feuilletage admet une intégrale premiére et sa structure transverse est triviale. En
choississant pour h des germes arbitraires de C{x,y}, la structure transverse varie tandis que |'ensemble des
séparatrices reste constant, en |'occurence égal a I'ensemble xy (y + x) (y + ax) = 0.

Seul le point singulier lui-méme contribue dans la formule du théoréme 2.1 et de ce fait, il n'y a qu'un seul
module tangent. Un déploiement semi-universel s'écrit alors

(2.3) Q=d(xy(y+x)(y+zx))+H(xy,z) (xdy —ydx) + C (x,y,z) dz
H (x,y,0) = h(x,y)

ou la condition d'intégrabilité O AdQ = 0 imposée a la 1-forme conduit a un équation aux dérivées partielles
portant sur H et C qui est pratiquement impossible a résoudre explicitement. Si le feuilletage admet une
intégrale premiére, ce qui correspond au cas h = 0, on trouve alors H = C = 0 et le déploiement semi-
universel, qui admet lui méme une intégrale premiére, consiste simplement a faire tourner I'une des droites
invariantes. Dans ce cas, I'interprétation géométrique du module tangent ne fait aucun doute mais ne laisse
aucune perspective de généralisation : le module tangent est le birapport des quatre directions respectives
0o, 1, O et z des quatre droites invariantes.

-\

FIGURE 2.3. Le déploiement universel de quatres droites et sa droite tournante.

On peut, en outre, choisir h polynomial dans 2.2 et le feuilletage s'étend alors sur tout le plan projectif complexe
CP? en un feuilletage algébrique. Méme si la structure de I'équation aux dérivées partielles Q AdQ = 0 semble
I'indiquer, on ignore actuellement si ce feuilletage, désormais algébrique, se déploie algébriquement, c'est-a-dire,
s'il existe Q) polynomiale déployant 2.2 lorsque h est un polynéme. Ainsi, on dispose de I'amusante alternative
suivante :

» soit il est impossible de déployer algébriquement 2.2 et dés lors, la régle pourrait étre un résultat qui
s'énoncerait en disant : pourvu que sa structure transverse soit assez riche, un germe de feuilletage algébrique
ne se déploie jamais algébriquement, résultat qui suit indubitablement la direction des résultats de Il'yashenko
[25].

» soit la condition d'intégrabilité admet des solutions algébriques, auquel cas, le feuilletage Q) se prolongeant
sur CIP? est susceptible de produire un contre-exemple a la conjecture de Brunella, Cerveau et Lins-Neto
[9]. En effet, si la fonction h est bien choisie, on peut supposer que la structure transverse de QO n'est
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pas projective. Par ailleurs, non seulement le paramétre a est un invariant analytique local de la courbe
xy (y +x) (y + ax) = 0 mais, en plus, c’est un invariant birationnel de cette méme courbe vue comme
une courbe algébrique du plan projectif, ce qui empécherait Q, défini sur CP3, d’étre le tiré-en-arriere d'un
feuilletage défini sur CP? et fournirait, dans le méme temps, un contre-exemple a la conjecture mentionnée
qui affirme qu'en codimension un, un feuilletage sur une variété compacte admet une structure transverse
projective ou bien est le tiré-en-arriere par une application rationnelle d'un feuilletage sur une surface.

Dans tous les cas, 2.3 doit fournir des contre-exemples locaux a la conjecture de Brunella, Cerveau et Lins-Neto.

Cinqg, six courbes et plus. De facon générale, les feuilletages admettant n germes de courbes lisses et
transverses deux a deux ont été étudiés pour une structure transverse générique dans [48] et en présence d'une
intégrale premiére dans [16]. A titre d’exemple, lorsque le feuilletage admet une intégrale premiére et six droites
invariantes, nous montrons avec Emmanuel Paul qu’'il admet une forme normale s'écrivant

(2.4) f=x"y" (y+x)™ (y + arx)™ (y + a)x + az1x2)n3 (y + azx + a3 x> + agzxg)m

dépendant de six parametres. Cette famille de formes normales constitue, par ailleurs, un déploiement semi-
universel lorsqu’on la regarde comme un feuilletage de codimension un sur ((CZ,O> X P, ou P est |'espace des

six parameétres a;, ap as, azy,azy et azy. Il est 3 noter que, curieusement, ce résultat n'admet pas de preuve
utilisant une induction sur le nombre de droites : il est en général impossible de normaliser la n*™¢ courbe lisse
en préservant les formes normalisées des précédentes; il faut normaliser les . courbes lisses en méme temps.

L'interprétation géométrique des parametres aj, a; et as est facile : ce sont des birapports décrivant les
positions relatives des points dans le cone tangent du niveau 0 de la fonction 2.4. |l serait tentant d’interpréter

similairement le coefficient ay; en disant qu'il s’agit de I'indice de contact entre la courbe y+ajx et y+aryx+

az1x% ou semblablement de la position du relevé de la courbe y + a;x + anx? =0 apres deux éclatements

mais cette interprétation est erronée.
\__ —'—
% ‘ Eclatement de 0 \ /
la singularité
N e
| Eclatement du point as
]+
SG -

Sé+/

FIGURE 2.4. Interprétation géométrique du troisieme module de déploiement de 5 droites.

@

En effet, le déploiement paramétré par € € (C,0) et défini par
n n,.
fe = (14 ex)x"oy™ (y+x)™ (y + ajx)™ (y + apx + a21x2) ’ (y + azx 4 azx + a32x3) !

n'est pas analytiquement trivial et pourtant la courbe de niveau 0 est indépendante de €. En d'autres termes,
I'interprétation géométrique de ay; n'est pas a chercher dans les séparatrices. Par semi-universalité de la famille
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2.4, il existe des fonctions de € telles que
n n,
fe ~ana X™y"™® (y +x)™ (y + a;x)™ <y + ayx + azy (e€) x2> ’ (y + azx + az; (€) x* + az; (€) x3> "

Exprimer les fonctions ayi1 (€), azj (€) et az (€) en fonction de € est un petit sous-probléme du probléme
clé pour lequel je n’ai pourtant pas de réponse. Je peux néanmoins donner un autre exemple analogue mais
presque trivial ol j'ai une réponse compléte. Considérant le cas de cing droites de déploiement semi-universel
a trois parametres

(2.5) x"oy™ (y +x)™ (y + arx)™? (y + ax)x + a21x2)n3 ,
le déploiement paramétré par ¢ € (C,0)
fe=(14¢€)x™y™ (y+x)"" (y+ ayx)™ (y + ax + a21x2>n3
est analytiquement non trivial. En faisant agir C* par homothétie, il vient
fe (A, Ay) = (1 + e) ANx™My™ (y 4+ x)™ (y + ajx)™ (y + ayx + 7\a21x2>n3

ol N = ngy + ne, + Ny +ny + ng. Ainsi, la factorisation via le déploiement semi-universel 2.5 consiste a poser

1 \~
azy (e) = ay; (1 +€>

ol I'on choisit la détermination de la puissance % telle que az (0) = ay;.

2.1.2. Le double cusp. Le double-cusp est un feuilletage donné par la T—forme holomorphe

d((+y?) (v +x)).

C'est le feuilletage non topologiquement quasi-homogeéne le plus simple.

FIGURE 2.5. Cusp,: d ((xz +y3) (yz —|—x3>) .

L'ensemble des points infiniment voisins de la singularité qui contribuent a la dimension du théoréme 2.1 est
réduit a la singularité elle-méme. En effet aprés éclatement, les points singuliers qui apparaissent dans les
relevés de Cusp, sont de multiplicité au plus 2, ce qui n'affecte pas la formule. Ainsi, la dimension de la base

du déploiement semi-universel est & nouveau 1. Comme x%y (xz +y3) n'appartient pas a I'idéal jacobien de la
fonction définissant Cusp,, un critére classique [10] assure que la déformation - et donc le déploiement - défini
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par la 1-forme de (C3,O)

d((+%) (v +x* +2y))

est non trivial et ainsi semi-universel. Déja ici, I'interprétation géométrique du paramétre z n'est pas claire.
Une approche séduisante qui a porté ses fruits en analyse complexe serait de calculer ce module comme une
intégrale le long de certains cycles contenus dans les feuilles : c'est d'autant plus tentant dans cet exemple
car, suivant N. A’Campo [1], le double-cusp présente un unique grand cycle évanescent au sens ou, d'une part,
grand, il ne se localise dans aucune homologie locale au-dessus d'une des composantes du cusp, et d'autre
part, évanescent, il passe transversalement de feuilles en feuilles jusqu'a la singularité.

FIGURE 2.6. Le grand cycle de N. A'Campo.

Emmanuel Paul a, par la suite, montré dans [40] que ce cycle persistait dans un contexte plus général d'un
double-cusp louvillien donné par une T—forme logarithmique du type

d(+y?) (¢ +y?)
Wiy P e

(2 +9?) (v +) |«

ol « et 3 sont des nombres complexes génériques. Néanmoins, il est assez clair qu'une perturbation générique
du double-cusp laissant néanmoins invariant les séparatrices, verrait disparaitre le grand cycle N. A’Campo.
Nous reviendrons par la suite sur cette possible interprétation dans un contexte radicalement différent.

Pour finir, mentionnons que si I'on perturbe la forme Cusp, en préservant les séparatrices, on peut encore
construire un déploiement semi-universel mais le résultat de cette construction est parfaitement non explicite
[36].

2.1.3. La strate a p-constant en dimension deux. De facon tout a fait générale, lorsque le feuilletage est donné
par les niveaux d'une fonction a singularité isolée

F: df =0,

le déploiement équisingulier semi-universel de & s'obtient de la facon suivante. Procédant d'une construction
classique de la théorie des singularités, la déformation universelle de f s'écrit

w
F(X»yvth"' )tu) :f+Ztifi
i=1
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ou la famille des fonctions f; est une base du quotient de C{x,y} par I'idéal jacobien de f. Suivant les résultats
de Wahl [49] et Mattei [32], la strate a p—constant est lisse et étant donnée une paramétrisation de celle-ci

A (ccf”(df),o) — (CH,0)

la restriction de la déformation F au-dessus de I'image de A définie par la T—forme a & (df) + 2 variables,

o (ot ot

est un déploiement universel de df, la différentielle d s’entendant donc ici sur toutes les variables x,y et
By tdn)-

L'exemple précédent s'adapte aux singularités admettant une intégrale premiére louvillienne, c'est-a-dire, s'écri-
vant

P
df;
F: f1-~fp ZAITI

ot la fonction f = fy.--f, est a singularité isolée et les parametres A; sont des nombres complexes. Un

déploiement équisingulier, disons a un paramétre €, de la fonction f admet une écriture de la forme f. =
fi,e -+~ fpe pour € € (C,0). Le déploiement défini par

P
df;

F- f1,€“'fp,€ Z)\l f.lye

ie

i=1

est alors un déploiement équisingulier de F.

J'aurai I'occasion de revenir sur ce constat mais j'insiste déja sur le fait, qu’a ma connaissance, et avant
des résultats que j'ai obtenus avec G. Calsamiglia [8] récemment, les exemples présentés ci-dessus étaient les
seuls exemples existants de déploiements équisinguliers non-triviaux. L'équation d'intégrabilité QO AdQ =0, si
complexe, n'est évidemment pas étrangére a cette sécheresse.

2.2. Déploiement et relation de Schlesinger. La théorie des équations différentielles linéaires du premier
ordre a connu un certain engouement quand les équations de Painlevé sont apparues parmi les relations dites
de Schlesinger, paramétrant en cela les déformations isomonodromiques de certaines équations différentielles
fuchsiennes. Cette propriété est la trace d’une propriété plus générale qui veut que |'espace des paramétres d'une
déformation de feuilletage soit lui-méme feuilleté par des sous-variétés le long desquelles la structure transverse
du feuilletage déformé reste invariante. La preuve de I'existence de ce feuilletage de Schlesinger repose sur une
définition ad hoc de la notion de déformation de feuilletage ou la déformation d'une variété feuilletée est celle de
son atlas feuilleté reprenant en cela, mais en les feuilletant, les idées de Kodaira et Spencer [27]. Une fois cette
définition bien posée, le reste en découle naturellement, suggérant la la marque d'un phénomeéne d'intégrabilité
plus vaste. Comme a ma connaissance |'existence de ce feuilletage de Schlesinger dans un contexte bien posé
n'apparait nulle part dans la littérature, je me propose d’esquisser ici une idée de la preuve de I'existence de
ce feuilletage.

Considérons la définition suivante de déformation de feuilletages.

Définition. Soit M une variété différentielle réelle de dimension 2n muni d'une submersion T : M — B™
ot B est une variété analytique complexe de dimension complexe m. Soit S une sous-variété plongée de M
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génériquement transverse a 7. On suppose qu'il existe un recouvrement localement fini de M = ¢y, U; tel
que M\S soit la réunion ey, Ui et un systeme de cartes sur M qui commutent a la projection

Zilui%(chBm

ol p =n—m tel que

» le systéme {Z; : U; — CP x Bm}ieh confere a M une structure de variété analytique complexe qui fait de
7t une submersion holomorphe.

» le systeme {Zi Uinm ! (1) = CP x {T}}ielz confére a la sous-variété holomorphe 71 (1) \S une structure
de variété complexe feuilletée de codimension k, ce qui siginifie que le changement de carte Z; o Z)._1 est de
la forme suivante : si x = (x1,--- ,Xp) alors

ZiOZ;] (X)T) = (d)1 (Xh"' an)T))"' )d)k (Xb"' )Xk>T))d)k+1 (XaT))"' ad)p (X)T)aT)

la propriété essentielle étant que les k premieres coordonnées {¢i};_; , ne dépendent que des k premiéres
composantes de x.

Feullletage integrape

|
ature

feui”etage ¢
I ————

70 T1 T2

FIGURE 2.7. Déformation d'un feuilletage.

La variété m' (1) est une sous-variété lisse de dimenion p qui est feuilleté par un feuilletage singulier de
codimension k dont le lieu singulier est contenu dans 7w ! (t) N'S. Par ailleurs, la variété M est elle-méme
feuilletée par un feuilletage singulier de méme dimension que les feuilletages obtenus sur chaque fibre 77" ().
C'est le feuilletage dit naturel de M. Si les fonctions ¢1, - - -, ¢y peuvent étre rendues indépendantes de T, alors
M est feuilleté par un feuilletage de codimension k dont les feuilles sont des sous-variétés invariantes pour le
feuilletage naturel de M. La déformation est dite complétement intégrable s'il existe précisément un feuilletage
de codimension k sur M dont les feuilles sont des sous-variétés invariantes pour le feuilletage naturel de M.
Le résultat évoqué précédemment stipule qu'il existe un feuilletage F éventuellement singulier sur B™ telle que
la déformation M est complétement intégrable en restriction a toute feuille de F. De plus, ce feuilletage est
maximal au sens ou toute sous-variété de B™ le long de laquelle la déformation est complétement intégrable
est invariante. La preuve consiste simplement a montrer que la distribution des champs de vecteurs sur B™
dont les courbes intégrales sont le support de déformations complétement intégrables est involutive. Pour cela,
introduisons quelques définitions.

Soit X un germe de champ de vecteur sur M au point p. Au voisinage de p, il existe un systeme de k T—formes
différentielles régulieres holomorphes w1, - - - , wy telles qu'avec les formes " dT, elles définissent le feuilletage
naturel de M. On dit que X est un champ basique si et seulement si pour tout i

Lxwi ANwy A Aw Attdty A--- Amthdty, = 0.
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et on note B le faisceau sur M des champs basiques. Le faisceau X des champs tangents au feuilletage naturel
en est un sous-faisceau X C B. Par ailleurs, X est un germe au point p de champ basique projetable si et
seulement s'il existe un germe de champ X, sur B™ au voisinage de 7t (p) tel que pour x dans le voisinage de
P, on ait la relation

D7t (x) (X) = Xsom(x).

Les champs basiques verticaux sont ceux qui sont projetables et de projection nulle - X, = 0. On note B le
faisceau des champs basiques projetables et By le faisceau des champs basiques verticaux.

Définition 1. Soit X un germe de champ de vecteur de I'espace des parameétres a B™

m
XZZ}\I aT

i=1 t

A la facon de Kodaira et Spencer, on définit la dérivée de M dans la direction X comme la classe du 1-cocyle
a valeur dans By

XM (D A ( aZkZ 9
(X 20); = ZZlanlaTk

k=1 =

On obtient une application bien définie car la classe de cohomologie de X - M dans H' (By) ne dépend pas des
cartes Z;. Cette application sera notée
{OM

X H' (B
at} g — H' (By).

On peut aussi envisager la construction de cette application de la facon suivante : comme la déformation est
localement triviale au voisinage de chaque point régulier du feuilletage, il existe un recouvrement U; de M\S
et une famille de champs basiques X; définie sur U, telle que

D7ntX; = Xo .

On vérifie alors que

26) [am

at} (X) = [X; — X;] € H' (Bg) .

Le faisceau quotient T = Bo/x appelé faisceau des champs transverses verticaux, n'admet pas en général de
section globale car I'existence de celle-ci implique I'existence d'un facteur intégrant pour le feuilletage, ce qui
est une propriété non générique. Dés lors, si HO (T) = 0 alors la fleche naturelle H' (X) — H' (By) est injective.
et on dispose de la proposition suivante qui caractérise les déformations complétement intégrables parmi les
déformations.

Théoreme. Soit M une déformation de feuilletage. Soit X un champ de vecteur régulier dans I'espace des
paramétres. On suppose que [X - M] est dans I'image de I'application H' (X) — H' (By). Alors la déformation
M en restriction a toute courbe invariante de X est complétement intégrable. De plus la distribution induite
par I'image de H' (X) dans H' (By) est involutive.
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Démonstration. D'apres |'hypothese et I'écriture 2.6 du cocycle {aa—j\ﬂ (X) , il existe un O-cocycle de champ

basiques verticaux {)Zl} et un T—cocyle de champs tangents Tj; tels que
Xi — Xj = Xi — Xj + Tyj.

La famille {Xi — >~(i} constitue une section globale du faisceau quotient B71/3C. Ainsi on dispose d'une famille
de champs basiques projetable Y; se projetant sur X telle que Y; —Yj est tangent vertical. Sur chaque ouvert
U;, la déformation est triviale donc on peut redresser localement le feuilletage naturel. Par ailleurs on peut
suivre les courbes intégrales de Y; qui se projettent donc sur celles de X dans B™. Ces courbes intégrales
sont transverses au fibre de 7t et nous indiquent une facon de recoller les feuilles du feuilletage naturel pour
obtenir des feuilles épaissies. On obtient alors, sur chaque ouvert U;, un feuilletage de la bonne codimension
qui integre la déformation locale. Comme Y; — Yj est tangent vertical, les petits feuilletages locaux de bonne
codimension ainsi construits se recollent en un feuilletage global. Ainsi la déformation est bien complétement
intégrable. Pour prouver I'involutivité, on remarque que le faisceau B71/36 est stable par crochet de Lie. En effet
une section de ce faisceau est une famille de sections locales de B, {X;} telle que X; — X; € X. Ecrivons

Xy = Xj-FTij
Xi = X +T;
On a alors la relation
(2.7) Xo X = [X5,X5] = X, Tl = [X5, Ty + [T, Ty

Or il se trouve que I'inclusion clé suivante [B, X] C X est satisfaite : en effet, les sections de B et X s'écrivent
respectivement en coordonnées locales

< d & 0 & d
X = .Zai(X])"')Xk)T)aiXi'f_‘Z ai(X)T)aixi_’_Zbi(Xl)"')Xk>T)aiTi
i=1 i=k+1 1=1
= d
Y = Z Ci(X,T)aiXi
i=k+1

alors le crochet de Lie entre X et Y s'écrit

0
[X)Y] Z X CI XT ZY ai X]a ")Xk)’t)i

axi
i=k+1
+ Z Y'(li(X T)i—FZY'bi(X] sy Xk T)i
. ) axl Y ) Y aTl
i=k+1 =1
= Q)
= Y Xeal®-Yoalyt) o
. Xi
i=k+1
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qui est bien un champ tangent. Donc I'expression 2.7 constitue un champ tangent au feuilletage naturel. Par
ailleurs, si X; et Xi/ sont basiques projetables alors ils s’écrivent

k m
Xy = Zai(xl>"'»xk> + Z ai (x,7) +Zb1 aaTl
i=1 i=k+1 1=1
k m
Xll = Zail(xh"')Xk) + Z (1 (%, T) +Zb£
i=1 i=k+1 1=1 T

et donc leur crochet de Lie
) db: _,db;) @
[Xi)xi} +ZZ < l )a’[’)> ai"tl

est un champ projetable. L'involutivité de la distribution découle alors de ce que I'application tangente D7t
commute au crochet de Lie. g

Il semble malheureusement trés compliqué de décrire, un tant soit peu, ces feuilletages de Schlesinger. Avec
Gabriel Calsamiglia, nous avons essayé de construire des exemples en déformant une classe trés particuliére de
feuilletages : les feuilletages dicritiques. Comme ce travail nous a menés assez loin de ce que nous imaginions
initialement, je I'évoquerai mais dans une section ultérieure.

2.3. Structure complexe des feuilles. Une approche un peu différente pour traiter des déploiements consiste
a faire de prime abord la remarque suivante : puisque les déploiements sont des déformations triviales dans
la classe €%, ce qui change le long d’'un déploiement, c’est la structure complexe des feuilles. On peut donc
envisager de construire un déploiement en se fixant une variation de structure presque complexe intégrable
dépendant d'un paramétre transverse au feuilletage. Cette stratégie a été développée par J.-F. Mattei et M.
Nicolau dans [35] pour construire un espace de paramétres a la Kuranishi pour les feuilletages de CP?. Je
n'ai pas personnellement développé ce point de vue et donc je me contenterai de simplement le signaler. Une
chose, tout de méme : le genre d'une feuille d'une singularité avec une structure transverse assez riche est infini,
lorsque, par exemple, I'holonomie accumule des cycles périodiques. Ce qui fait, que prise isolément, chaque
feuille a un espace de structure complexe de dimension infinie alors que le nombre de modules tangents est fini.
Il va de soi que la condition d’'intégrabilité ridigifie quelque peu les choses mais comprendre de quelle facon
est une question ouverte. Formulons le probleme de facon plus précise : un déploiement équisingulier F avec,
disons, un paramétre € est, en particulier, une déformation topologiquement triviale. Considérons une feuille
Lo de F|._,. Le long du déploiement, on peut suivre la déformation de la feuille Ly en suivant la feuille de IF
qui contient Ly. Comme la déformation est topologiquement triviale, on obtient une petite courbe paramétrée
par € a valeurs dans I'espace des modules de la surface de Riemann Ly. En général, cet espace de modules
est de dimension infinie car le genre de Ly est infini. Ainsi, les courbes que I'on obtient dans cet espace de
module par la construction précédente sont nécessairement contenues dans une sous-variété de dimension finie.
Le probleme consiste a3 comprendre cette sous-variété.
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3. Partie réduite d’un feuilletage.

Dans le théoréeme de Mattei[32], une chose m'a toujours frappé : I'extréme simplicité de la formule donnant la
dimension de I'espace des modules tangents ne dépendant que peu des caractéristiques de la singularité. C'est
une formule particulierement robuste : en dehors de résultats classiques comme le théoréme de Camacho-Sad
[5] sur I'existence de séparatrices, je ne connais que peu de résultats aussi fins qui ne font appel a aucune
hypothése particuliére sur le type de singularités envisagées. Il est remarquable, en effet, que cette dimension
ne dépende méme pas de la structure transverse de la singularité.

Si F est une singularité de type courbe généralisée, c'est-a-dire, si tous les points singuliers réduits infiniment
voisins ont deux valeurs propres non nulles, alors toute fonction f a singularité isolée dont les zéros sont les
séparatrices de F admet une réduction des singularités coincidant avec celle de F [33]. Dans cette coincidence,
les singularités infiniment voisines de F et f ont des multiplicités qui coincident également. Ainsi, on obtient
I'égalité suivante

6 (F) =8 (df),

ou {f = 0} = Sep(F). Avec Emmanuel Paul, nous avons alors essayé de comprendre si |'égalité ci-dessus était
fortuite ou bien la trace d'une correspondance plus forte. A ce titre, le tableau idéal que nous entrevoyons est
le suivant : fixons une fois pour toute une fonction fy € C{x,y} a singularité isolée et considérons Fol (fy)
I'ensemble des feuilletages admettant la courbe fo = 0 comme ensemble de séparatrices. Pour simplifier I'exposé
de ce qui va suivre, contentons nous de considérer dans Fol (fy) des feuilletages dont tous les points singuliers
réduits infiniment voisins sont hyperboliques ou résonnants linéarisables. Le quotient

Fol(fo) /_

ol ~ est la relation d'équivalence analytique admet une partition naturelle pour la relation d'équivalence
identifiant les structures transverses. Le théoreme de Jean-Francois Mattei affirme que la dimension des classes
d’'équivalences ne dépend que de fy. Avec E. Paul, nous pensons que chacune de ces classes pourrait étre
isomorphes entre elles par un isomorphisme plus ou moins canonique. Je vais décrire plus précisément cette
idée dans un cas que nous avons extensivement étudié : les fonctions quasi-homogenes en dimension deux.
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Strate de la forme
w dans son espace de modules

'fp)

Strate de la forme
d(fifa: -+ fp) dans son espace de modules

Fol (fif2--

Strate de la forTe
— d (ff‘f.;2 --- fp" ) dans son espace de modules

F1GURE 3.1. Stratification de I'espace des modules par la structure transverse et application Red.

Rappelons qu’'une fonction f € C{x,y} est dite quasi-homogene si elle peut s'écrire dans une certaine coor-
donnée analytique locale sous la forme d'un polynéme quasi-homogéne

f(x,y) = Z aijxiyj, kAl=1
ik-+jl=d

Une des - nombreuses - propriétés qui caractérisent la quasi-homogénéité se trouve étre utile pour notre propos :
pour tout germe de fonction w non nulle a I'origine, les feuilletages df et d (uf) sont conjugués.

Deés lors, on procede de la sorte : I'espace Mqh des feuilletages quasi-homogenes de type courbes généralisées
quotienté par la relation d’'équivalence analytique s'envoie surjectivement sur M, I'espace des feuilletages
quasi-homogeénes avec intégrale premiere réduite quotienté par la relation d’'équivalence analytique, I'application
en question étant définie par

Mqh = Myed
[F] + [df]

ol f est une équation réduite quelconque des séparatrices de F. Puisque deux équations réduites d'une méme
courbe sont égales modulo la multiplication par une unité, cette construction est cohérente en vertu de la
remarque précédente. Les résultats que je décris dans [13, 14] peuvent se réinterpréter en affirmant que
I'application Red réalise un isomorphisme entre M4 et chaque strate de I'espace Mqh stratifié par la structure
transverse. Par ailleurs, cette application mérite le nom de partie réduite d’un feuilletage puisqu'elle correspond
pour les feuilletages quasi-homogénes avec intégrale premiere louvillienne a « retirer les puissances »

P df; Y df;
Red f1-~-prD\i]? :f1--~pr[]?
1 i=1 1

i=1
a la facon dont on retire les puissances d'une fonction dont on veut obtenir la partie réduite.

Que se passe-t-il lorsque que I'on quitte la classe quasi-homogene? Comment y définir I'application partie
réduite 7 Le probleme est délicat car il n'existe aucune facon de sélectionner a priori une meilleure équation
des séparatrices de F. On peut faire un petit pas dans la résolution de cette question en essayant de définir
infinitésimalement |'application Red au voisinage d'un feuilletage quasi-homogéne dans sa strate, ce qui revient
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en quelque sorte, a définir I'application tangente
D[rﬂ Red

L'interprétation cohomologique des déploiements infinitésimaux introduite dans [32] permet une telle construc-
tion. Dans une réduction des singularités de JF qui est une suite de processus d'éclatements centrés en des
points singuliers des relevés successifs de &,

5 (C2,0) = (€2,0)

on considere le faisceau X4 de base le diviseur exceptionnel E;] (0) dont la fibre en un point est le module
des germes en ce point de champs tangents a E5J. L'espace des déploiements infinitésimaux s'identifie au
C—espace de dimension finie § (F)

H‘( =190, xrf)

la cohomologie s'entendant ici au sens de Céch [19]. Cet espace de cohomologie doit se comprendre comme
jouant le role de I'espace tangent algébrique a une hypothétique structure de variété sur |'espace des modules
globaux. Le faisceau X4 est un sous-faisceau du faisceau xsepm des champs tangents aux séparatrices de
E5T et l'inclusion Xg C xsepm induit un morphisme en cohomologie

(3.1) H' (E (0), x“f) — H ( (0), XSep(s )

qui se trouve étre un isomorphisme si et seulement si F est un feuilletage quasi-homogene. Pour deux feuilletages
Fo et Fy quasi-homogenes ayant pour séparatrices quasi-homogenes{f, = 0}, on obtient en inversant la fleche
3.1 un isomorphisme canonique

(3.2) H! ( 0, x%) - H! (E;1 (0, x%)
H' (5" (0), X(ro—0))

ot Sep (Fp) = Sep (F1) = {fo = 0} qui se trouverait naturellement étre |'application tangente de I'isomor-

phisme recherché entre les strates de Fj et F7 dans F°|(f0)/w Si F7 est le feuilletage donné par dfy, on obtient
une description de I'application Dy Red.

Avec Emmanuel Paul, nous avons construit une base canonique de |'espace en cohomologie H! ( (0), f)Cg)

lorsque F est un feuilletage quasi-homogene. Notre étudiant commun, Huong Trong Minh a, durant sa these
[47] et entre autres choses, vérifié que dans ces bases I'isomorphisme 3.2 n'était autre que la fonction Id. Je
reviendrai dans une section a venir sur ces différents travaux mais, appuyé par leurs contenus, je peux d’ores
et déja conjecturer le résultat suivant

Conjecture 2. Sif}" --- fgp est topologiquement quasi-homogéne - c’est-a-dire, topologiquement conjugué a
une fonction quasi-homogéne -, les fonctions étant f; irréductibles, alors on a I'équivalence suivante

T 5 n n
f]1...fpp/\,gll...gpp@'ﬁ...f‘p’\g]...gp
la relation ~ s’entendant comme la conjugaison des feuilletages induits par ces fonctions.
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Si cette conjecture peut sembler anecdotique, elle fournirait néanmoins une description directe de I'applica-
tion partie réduite pour la classe des feuilletages topologiquement quasi-homogénes admettant une intégrale
premiére.

Construire une appplication de réduction pour les feuilletages aurait une conséquence immédiate quant a la
description de leurs modules tangents : en effet, elle permettrait de descendre le probleme d'une telle description
depuis des structures transverses trés riches vers des structures transverses de fonctions pour lesquelles nous
disposons de tout I'arsenal de la théorie classique des singularités. Le schéma serait le suivant : étant donné
un déploiement semi-universel Fy de F et F un déploiement quelconque, le déploiement Red (Fy) est un
déploiement semi-universel de Red (F) et I'application A qui factorise Red (IF) dans Red (IFy) est aussi celle
qui factorise F dans [Fy. Resterait alors a décrire |'application A dans le seul contexte des feuilletages donnés
par une fonction.
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4. Le probleme de Zariski.

Les séparatrices d'un feuilletage sont les courbes analytiques invariantes d'une singularité. Partant, leurs propres
modules analytiques constituent une certaine fraction des modules tangents du feuilletage qu’elles supportent.
Je suis donc naturellement enclin a étudier les modules de germes de courbes du plan complexe, ce qui est
I'objet du probleme de Zariski.

4.1. Les feuilletages topologiquement quasi-homogenes. Le probléme de Zariski est un ancien probléme
posé par O. Zariski dans [51, 52]. Longtemps laissé en suspens, il a connu ces derniéres années des progres

considérables. L'énoncé ouvert en est celui-ci : soit un germe S de courbe complexe dans (CZ,O) et E(S)

la classe d'équisingularité de S, autrement-dit, I'ensemble des germes de courbes complexes topologiquement
équivalent a S pour une conjugaison définie dans |'espace ambiant.

Probléme. Décrire de la facon la plus précise possible, I'espace des modules de S,
c'est-a-dire, le quotient E(S)/N de la classe d'équisingularité de S par la relation
d'équivalence analytique.

Dans ses notes [52], Zariski montre que |'espace des modules de S est en général un espace topologique
non séparé mais qui présente néanmoins une stratification telle que chaque strate est une variété analytique
réguliere, I'une d’entre elle, dite générique, étant dense. Depuis quelques résultats parcellaires avaient été
obtenus en ce qui concerne la dimension deux, mais c'est surtout des extensions de faits généraux aux plus
grandes dimensions qui étaient devenus |'objet standard d’'études. Citons néanmoins les travaux de Briancon,
Granger et Maisonobe [3], qui déterminent la dimension générique de I'espace des modules pour les courbes

x*+y* =0

ce que Zariksi avait déja fait dans ses notes pour des cas particuliers de couple (a,b) et Granger de facon
indépendante lorsque a = b [20].

Récemment, A. Hefez et M. E. Fernandez [21, 22, 23] ont réalisé entierement le programme de Zariski pour
une courbe irréductible. Ils décrivent un algorithme qui répond a peu prés a toutes les questions que I'on peut
se poser sur le sujet : quelles sont les dimensions de chaque strate dans leur espace de modules? Quelle est
la forme normale de Puiseux d'une courbe donnée? Deux courbes équisingulieres sont-elles analytiquement
équivalentes ? Leur travail repose essentiellement sur I'étude du module des différentielles d'une courbe qui
avait été introduit par Zariski. Lorsque que |'on quitte le cadre des courbes irréductibles, il semble que la taille
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combinatoire du probléme s'envole et a I'heure actuelle, leur approche ne semble pas se laisser généraliser
facilement.

Dans [14] en amplifiant des résultats de Lins-Neto et Seguy [44, 28], j'ai montré que |'espace des modules d'un
feuilletage de type courbe généralisée s'envoie surjectivement sur I'espace des modules de ses séparatrices

(4.1) Mod (F) — E (Sep (F))/_.

J'ai alors suggéré qu'il serait a priori plus facile d'étudier d'abord I'espace des modules d'un feuilletage dont
la structure est plus simple puis la fleche 4.1 que de s'attacher a décrire directement |'espace des modules
d'une courbe. Parmi d'autres motivations, cette suggestion a abouti a une collaboration [16] toujours active
avec Emmanuel Paul qui nous a permis de concrétiser au bout de deux ans cette idée pour les courbes et
feuilletages quasi-homogenes :

Théoréme 2. [17] Soit k et | deux entiers premiers entre eux et FeLny, - ny) le feuilletage donné par la
fonction quasi-homogéne

ny MNp
(yk + wml) e (yk + wpxl)
2im
ot wy =e » . Son espace de module marqué est isomorphe au produit suivant
T
MOd. (g’k»la(n])"'»np)) = A X C /(C*

ou T est I'ensemble des points a coordonnées entiéres du plan contenu strictement dans le triangle bordé par
les droites

j=0
Ki—(k—v)(j—vo) =0 ouvo=klp—k—1,
L—(l—u)(j—vo)=0

Point dans la base du triangle T

les nombres w et v étant définis par la relation de Bézout

uk —vl =1 0<v<k 0<ux<l
L'ensemble A est le complémentaire de la diagonale

A={(a1,,a0) € (€)% ai £ q
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ot d est le nombre de points entiers dans la base du triangle T. L’action de C* sur C' est une action de type
projective a poids

_ d;
A (@i)ier = (M) .
oli les entiers d; sont construits recursivement.

Par ailleurs, Mod® (‘rfk,l,(m,---,np)) admet un feuilletage algébrique C complétement intégrable dont I'espace

des feuilles est I'espace de module des séparatrices et I'application passage au quotient celle définit en 4.1.
Enfin, il existe un algorithme pour calculer la dimension générique des feuilles du feuilletage C.

Notons que I'existence d'un feuilletage algébrique complétement intégrable sur Mod ® (ka’l’(nh...,np)) est une

conséquence d'un résultat classique de Rosenlicht [37] sur la compléte intégrabilité des actions de groupes
algébriques sur les variétés algébriques.

Pour des raisons techniques, ce résultat porte sur les espaces de modules marqués ou I'on attache aux com-
posantes irréductibles des séparatrices une numérotation que I'on veut préserver dans la relation d'équivalence
analytique. L'espace des modules classiques est le quotient par I'action d'un groupe fini de I'espace des modules
marqués : le groupe des grandes symétries.

A titre d’exemple, la paramétrisation de |'espace des modules Mod ® (3“3’5,(71] ,nz,na,m)) que le résultat ci-dessus
produit est donnée dans le tableau 1. La dimension de cet espace de modules est 78. 2

Le calcul de la dimension générique de C repose sur une description presque explicite d'une distribution de
champs de vecteurs engendrant C. Nous avons montré que le fibré tangent de I'espace des modules s'identifie
au fibré

_ T
(4.2) H' (E5)(0),%7,) — [Fa € Mod ® (Fiy iy my) a€AXC /o

ou {Fg} CT est une famille de feuilletages paramétrée par la variété A x C /C* construite explicitement
aceAX /(C*

dans [17] et constituant une paramétrisation de I'espace des modules marqués. Maintenant, la remarque qui

fonde notre stratégie est double :

» d'abord, la distribution C est engendrée par le sous-fibré de 4.2 obtenu comme noyau de |'application induite
en cohomologie par I'inclusion Xg, C Xsep(%)

(4.3) H (E;l (0, xga) S H! (E;l (0) ,xSep(%)) .

» par ailleurs le feuilletage F4, vu dans une réduction des ses singularités, admet un recouvrement quasi-
homogéne au sens ol chaque ouvert de ce recouvrement présente un champ de vecteur R satisfaisant

I'équation R - fq = fy, fq étant une intégrale premiére globale de F,. Les différences deux a deux de ces
symétries locales constituent un T—cocycle dont la classe de cohomologie est appelée la symétrie radiale

Ry, € H! (Egl (O),Xgu) de Fq. Le sous-fibré noyau de 4.3 est engendré, pour la structure naturelle de
C{x,y} —module, par la section R,

¢= <Xiija>i,jeN

2. Cet exemple n’est pas choisi au hasard. C'est le premier exemple ou la calcul de la dimension générique de C présente une

particularité - que je ne détaillerai pas - certes technique mais qui, pour étre surmontée, a demandé E. Paul et moi-méme beaucoup
de travail. Au passage, la dimension de I'espace des modules des séparatrices de F3 5 (n;,n,,n;,n4) €St 35.
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n
Fa d( <y3 +x° + amgxzyz + a1,19x3y2) i
(93 + az,15x5 + a2‘16X292 + a2’17x4y + a2)1gx6 + a2)19X3y2 + a2,20x5y

7 4.2 6 8 5.2 7
+az21X" + a2 20X Y" + az 23x°Y + az 24X” + a2 25X°Y" + a2 26X’y

6,2 3 7.2 8 2\
Ta2,28X°Y" + A220X°Y + A2 31X Y~ + a234X°Y ) X
3 5 2.2 4 6 3.2 5
(y + a3,15%X" + a3 16Xy~ + az 17X’y + az 18X + a3 19X°y" + az0x’y

7 4.2 6 8 5,,2 7
+az1x’ + a3 22Xy + a3 23Xy + a3 24X° + az 25Xy + az 26X’y

9 6,2 8 10 7,2 9
+a327X" +a328X Y~ + az9x°y + azzox  + az3x’'yc + azzpx’'y

1 8,2 10 12 8,2 11
+0a333X" " +a33axyYy" +aszzsx Y+ azzex "+ aszzzxys +azzgx 'y

13 9.2 12 10, .2 13 12, 2
+a339%x " 4+ a340X"Y" + a341X Y + a343X YT + A344X Y + A346X Y

ns3
+C13,49X131Jz> X
3 5 4 6 5 7 6
Y+ aq15%" + aq17X'Y + aq,18X" + Ag20X°Y + Ag 21X + a423X°Y

8 7 9 8 10 9
+Q424X" + Q426X Y + Qq27X" + Q429X°Y + Q430X + ag432X"Y
11 10 12 11 13 12
+a433X " 4 Q435X Y + A436X T+ aq38X Y + Aq39X T + ag4X 7Y
14 13 15 14 16 15
+a440X"" + Qq44X 7Y + Qq45X T + Q447X Y + Aq48X T + Q450X 7Y

17 16 18 17 18, \™4
+as51x" +a453X Y + Aa 54X ° + Ag56X Y + Ag 50X y) )

TABLE 1. Formes normales pour F35 (n; nynsms)

Reste a compter combien de champs contient la famille maximale libre extraite de la famille ci-dessus pour
connaitre la dimension générique : c'est une procédure combinatoire qui repose sur une filtration de |'espace

H! (E}l (0) ,Xga) induite par une valuation vérifiant

v (xiija) =ik +jl.
En appliquant nos techniques et pour ce qui concerne strictement le probléme de Zariski, nous n’avons fait
que retrouver des résultats déja connus a quelques exceptions pres. Notre apport concerne plutot la théorie
des singularités et, éventuellement, une nouvelle facon d'aborder le probleme de Zariski comme produit de
nos résultats. Néanmoins, nous espérons que cette approche permettra a minima de déterminer un algorithme
calculant la dimension générique de I'espace des modules de Zariski dans le cas général et, il me semble que
ce sera probablement tout ce que I'on pourra tirer de cette attaque tres analytique du probleme de Zariski.

Lorsque que j'ai essayé et essaye encore d'étendre le cheminement décrit ci-dessus a une classe quelconque de
singularités, je suis confronté a une difficulté que je trouve intriguante et que je voudrais brievement évoquer ici.
Une technique désormais standard pour étudier les singularités de feuilletages consiste a dévisser sa structure

le long de sa désingularisation : par exemple, I'espace de cohomologie H! (E;1 (0) ,I)Cg) d'une singularité

désingularisée apres deux éclatements ponctuels apparait comme facteur central d’une suite exacte canonique
induite par la suite exacte de Mayer-Vietoris

(4.4) 0— H'(Dy,X5) > H' (D;UD3,Xg) — H' (D2, X5) — 0
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ou D;uUD, :E;] (0).

FIGURE 4.1. Décomposition du diviseur exceptionnel et recouvrement de Mayer-Vietoris.

La suite 4.4 est naturellement scindée comme suite exacte d'espaces vectoriels complexes de dimension finie
mais j'ai observé que, pour les structures naturelles de C{x,y}—modules, si elle reste exacte, elle n'est en
revanche plus scindée a cause de la nilpotence des opérateurs de la structure multiplicative de C{x, y} —module
x- et y-. Ce constat empéche de pousser les filtrations naturelles des termes extrémaux de cette suite vers
le terme central : le processus de comptage, auquel j'ai fait référence comme étape finale du calcul de la
dimension générique de I'espace des modules, achoppe ici. J'ignore si cet écueil est rédhibitoire. Quoi qu'il en
soit, nous développons actuellement une approche tres différente que je décris ci-apres.

4.2. Les champs logarithmiques. Lorsque S parcourt sa classe d'équisingularité, la dimension générique de
I'espace des modules de S s'identifie a la dimension minimale atteinte par I'espace vectoriel complexe

(45) H' (E5" (0), %)

ou Eg désigne la réduction des singularités de S. C'est bien la dimension minimale de cet espace qu'il faut
atteindre car lorsque S parcourt sa classe d'équisingularité les sauts dans la dimension de H' (E§1 (0) ,DCS)
correspondent a des changements de strate qui, en dehors de la strate générique, sont généralement contenus
dans le lieu singulier de I'espace des modules. Or 4.5 est I'espace tangent algébrique au point S de I'espace
des modules E (S)/N dont la dimension tend a augmenter le long des singularités. En particulier, si S est topo-
logiquement quasi-homogeéne, la dimension maximale est atteinte pour la classe exactement quasi-homogene
qui, dans son espace de modules, correspond au point le plus singulier et le moins générique.

Le probléme est ici double : calculer la dimension de cet espace, d'une part, mais surtout, caractériser |'appar-
tenance de S a la composante générique de son espace de modules.

Dans [42], Saito introduit en toute généralité la théorie des champs de vecteurs logarithmiques : S désignant
une hypersurface d'un domaine de C", la cohomologie du module Xs des champs tangents a S, dits des lors
logarithmiques, contient beaucoup d’'informations quant a la topologie du complémentaire de |'hypersurface.
Il se trouve qu'en dimension deux, ce module est libre et de rang deux : c’est un phénomeéne particulier a la
dimension deux, conséquence d'un lemme d’algébre commutative qui m’a été communiqué par Jacques Sauloy
et qui apparait - parait-il - a titre d'exercice dans un volume de la collection Bourbaki. Je ne résiste pas au
plaisir de le reproduire ici :

Lemme. Tout module réflexif sur un anneau local régulier de dimension 2 est libre.

En appliquant ce lemme a I'anneau C [x, y] localisé en (0, 0) et le critére de Saito [42] sur les bases du module
des champs logarithmiques, je montre, par exemple, que si le cdne tangent de S est réduit a un point alors il
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existe une base {X7,X,} de Xs telle que
(4.6) Vo (X1) +vo (X2) = vo (S)

ol1 Vo désigne la valuation standard a I'origine de C2. Lorsqu'un tel couple existe, la paire de valuation obtenue
est unique et constitue un nouvel invariant analytique qui n'est pas, au demeurant un invariant topologique,
comme le montre I'exemple y® + x” = 0 détaillé ci-dessous. Conjecturellement, c’est un invariant de la strate
a laquelle appartient la courbe dans son espace de module.

L'égalité 4.6 assure qu'apres éclatement ponctuel de I'origine E : ((CZ,E_] (O)) — ((CZ,O>, les relevés E*X; et
E*X; constituent encore une base du module des champs tangents au relevé E*S en chaque point de D. Il est
alors facile de montrer que

(vo (X1) = 1) (vo (X1) = 2) | (vo (Xa) = 1) (Vo (X2) —2)

(4.7) dime H' (E71 (0, s ) = 3 2

Sous la contrainte 4.6, cette dimension est minimale pour les valeurs médianes

(4.8) Vo (X1) =vo (X2) = voz(S) si vo (S) est pair
vo (X)) =vo(X2)+1= \’0(32)'1-] si vo (S) est impair

et j'estime raisonnable la conjecture suivante

Conjecture. Si S est irréductible et dans la composante générique de son espace de module alors il existe une
base du module des champs logarithmiques satisfaisant 4.6 et 4.8.

On obtient alors, pour les courbes irréductibles, un algorithme trés simple calculant la dimension générique de
I'espace des modules en dévissant le groupe H' (E§1 (0) ,DCS) le long du processus de réduction et en ajoutant
a chaque étape la contribution donnée par la formule 4.7.

Exemple 3. L'espace de module de la courbe irréductible quasi-homogéne y® + x” = 0 est complétement
décrit dans [52]. Sa composante générique est de dimension 2. Pour la courbe quasi-homogeéne elle-méme, on
obtient une base trés simple du module des champs logarithmiques en choisissant

d d d d
6x— + 7y—, 6y° — — 7x°—
{X6x+ Vo™ ax " ay}

le premier étant le champ quasi-radial et le second le dual de la 1-forme d (y6 —|—x7). Le couple de valuation

est ici (1,5) et on est donc loin de la valeur médiane 4.8. Néanmoins, un peu d'exploration informatique avec
MAPLE montre que la perturbation

96 +x + x5y2 + x4y3 + x5y3 + x4y4 + x5y4

admet une base de son module des champs logarithmiques ot chaque champ est de valuation 3 = %, ce qui
lorsque I'on évalue la dimension via la formule précédente est conforme aux résultats de Zariski.
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5. les feuilletages dicritiques.

5.1. Les feuilletages M-simples. Avec Gabriel Calsamiglia, nous avons essayé de construire des feuilletages
de Schlesinger pour une classe trés particuliere de feuilletages : les feuilletages dicritiques. Ce sont ceux qui
présentent une infinité de courbes analytiques invariantes adhérant analytiquement a la singularité, le prototype
en étant les feuilletages admettant une intégrale premiére méromorphe. lls ont été tout spécialement étudiés
car, entre autres, ils présentent des propriétés de rigidité intéressantes [12, 39]. Pour une famille de feuilletages
dicritiques parmi les plus simples dits M-simples, introduite par M. Klughertz [26] et pour laquelle elle a obtenu
des formes normales topologiques, Calsamiglia m'a proposé d'essayer de décrire le feuilletage de Schlesinger a
partir d'une famille de formes normales formelles qu'il avait construites en suivant un algorithme similaire a
[48]. Tachons d'étre un peu plus spécifique. Un feuilletage F dicritique M—simple est régulier aprés un simple
éclatement ponctuel. Les feuilles du feuilletage relevé sont transverses au diviseur exceptionnel a |'exception
d’'un nombre fini d'entre elles en des points que |I'on appelle les points de tangence du feuilletage. Au voisinage
de ces points, chaque feuille a une intersection multiple avec le diviseur exceptionnel et il existe un germe de
biholomorphisme périodique dont les orbites sont ces ensembles d'intersections : ces germes sont appelés les
applications périodiques du feuilletage et toutes ensembles, elles constituent sa structure transverse. La relative
simplicité de la structure transverse de ces feuilletages est une des raisons qui nous ont amenés a les étudier.

H(.p2)

H(T,p1)

FIGURE 5.1. Feuilletage M—simple avec trois points de tangence et ses applications périodiques.

Lorsque, a titre d'exemple, I'ensemble de tangence ne contient qu'un point de multiplicité 2, nous montrons
dans [8] que le feuilletage est analytiquement équivalent a celui donné par la 1-forme

(5.1) (yz +a(x)+yb (x)) (xdy —ydx) + x*dx
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ol a et b sont des séries convergentes de la variable x. D'apres le théoréeme de Mattei 2.1, ce feuilletage n'a
qu'un seul module tangent. Le lieu de tangence avec le champ radial x0, + Y0y est réduit a la droite {x = 0}
comptée cinq fois qui est, aussi, invariante. Avec Gabriel Calsamiglia, nous pensions que la position relative
de ce lieu de tangence vis a vis du point de tangence pouvait constituer le module tangent. Notre démarche
consista a considérer une déformation de parameétre ( s'écrivant

(y? +a(x,0) +yb (x,0) (xdy —ydx) + x*d (x + Cy)

et 3 déterminer des relations différentielles sur a(x, ) et b(x, ) de facon a assurer que cette famille soit
un déploiement : ce qui revient, en quelque sorte, a écrire des relations de Schlesinger dans un espace de
dimension infinie. Malgré tous nos efforts et toutes nos explorations informatiques, nous ne sommes pas
parvenus a résoudre précisément ce probléme mais - un peu par hasard avouons-le -, nous sommes tombés sur
un déploiement semi-universel de la T—forme différentielle 5.1.

Théoreme ([8]). Un déploiement semi-universel de 5.1 s'écrit

(5.2) 3y’ + XZ (x + Qy)t (ax + by) | (xdy —ydx) +x*d (x + Qy)

i=1

oa(x) =Y ax¥ etb(x) =3 bx.

En particulier, en tant que T—forme des trois variables x, y et (, cette forme est intégrable. Il s’agit [a du
premier exemple de déploiement non-trivial pour une singularité ne présentant aucune propriété d'intégrabilité
de quelque espéce que ce soit : il est en effet possible de montrer, en invoquant les travaux de Perez-Marco
[41] , qu’en choississant bien les fonctions a et b, on peut s'assurer de |'abscence d'une intégrale premiére
méme louvilienne. Or, tous les exemples que j'ai égrainés dans la premiére partie de ce manuscrit présentaient
ce type d'intégrale premiére.

En fait, I'intégrabilité de la 1-forme 5.2 vient de ce qu’elle est le pull-back par I'application rationnelle

(53) ooy = (142 xw)

de la T-forme obtenue en faisant { = 0, qui, en tant que T1-forme holomorphe en dimension deux complexe, est
intégrable sans condition. Cette idée s'inspire d'un résultat de rigidité des O—voisinages de courbes rationnelles
dans les surfaces dii a Savelev [43] et de ce qu'en font Loray [30] et Casale [7]. L'interprétation géométrique
de I'application 5.3 est la figure 5.2.

Il s’agit, pour le dire succintement, de contracter une fois la feuille qui porte le lieu de tangence avec le champ
radial et d’'éclater dans le méme temps, un autre point paramétré par la variable (. Lorsque  # 0, le lieu de
tangence avec le champ radial devient une réunion de deux droites distinctes x (x + (y) = O et le paramétre
( variant, cette déformation est un déploiement semi-universel. Dans [8], nous avons généralisé ces considé-
rations a une famille particuliére de feuilletages M—simples que nous avons appelés feuilletages M-simples
homogeénes. Ce sont ceux admettant un feuilletage analytiquement équivalent au champ radial avec lequel le
lieu de tangence est laissé invariant. Dans cette classe, nous montrons le résultat suivant.

Théoreme 3. La classe topologique et la structure transverse d’un feuilletage M—simple homogéne ca-
ractérisent sa classe birationnelle.
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FI1GURE 5.2. Construction du déploiement 5.2

5.2. Lieu de tangence et modules tangents. Dans la classe topologique du feuilletage M—simple donné
par la 1-forme

4
(5.4) x°d %+x ,

j'ai identifié une construction manquant certes de naturel mais qui incarne les modules de Mattei dans un
objet algébrique. Si I'on considere un champ topologiquement radial, c’est-a-dire, topologiquement équivalent
au champ radial x0x +ydy , et un feuilletage J dans la classe topologique de 5.4, leur lieu de tangence est
génériquement constitué de six courbes lisses transverses. Exceptionnellement, ces six courbes sont invariantes
pour I'un des feuilletages et, des lors, le sont aussi pour |'autre. En considérant les six-uplets de points dans
le diviseur exceptionnel de I'éclatement de |'origine qui apparaissent comme cone tangent du lieu de tangence
invariant entre F et un champ topologiquement radial, on obtient une sous-variété algébrique de CIP® donnée
par les équations

01 =A
(5.5) o, =B
0%: %0‘6—|—CO'5+D0'4—|—E(73+F

ou les fonctions oj sont les fonctions symétriques standard des points du cone tangent, A, B, C, D, E et F sont
des parameétres qui ne dépendent que de F. Dans la mesure ol la restriction au diviseur exceptionnel du relevé
dans I'éclatement d'une conjugaison analytique au voisinage du point éclaté est une application de Mébius,
le groupe des transformations de Mdbius agit sur |'espace des sous-variétés définies par 5.5. En fait, la classe
analytique de cette variété modulo I'action de ce groupe caractérise la classe analytique du feuilletage F dans
son espace de module. Par ailleurs, la famille 5.5 est une famille de variétés algébriques a six parametres et le
groupe de Mobius est un groupe de dimension trois, ce qui laisse un espace de dimension trois pour espace
quotient, dimension qui coincide avec le nombre de modules tangents de F. De cette facon, on a associé une
classe de quadriques de CP* au feuilletage F laquelle mesure strictement ses modules tangents.
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5.3. Les feuilletages absolument dicritiques. Lors d'un petit workshop a Barcelone en 2010, Dominique
Cerveau a attiré mon attention sur certaines singularités tres particulieres, dites absolument dicritiques, qui se
trouvent étre totalement régulieres aprés un nombre fini d'éclatements de points.

FIGURE 5.3. Un feuilletage absolument dicritique aprés les éclatements associés.

Aprés la singularité radiale xdy —ydx, I'exemple le plus simple est le feuilletage admettant I'intégrale premiere
méromorphe
2 3

X" 4y
(56) AbSCUSp . T = CSt,
puisqu’apres seulement deux éclatements ponctuels, le feuilletage obtenu est complétement régulier et partout
transverse au diviseur exceptionnel. La structure de I'éclatement sous-jacent a tout feuilletage absolument
dicritique ne souffre aucune restriction car N. Corral et F. Cano [6] ont montré que tout processus d'éclatement
aussi compliqué soit-il était le support d'un feuilletage absolument dicritique.

Le feuilletage AbsCusp est particulierement intéressant pour qui veut comprendre les modules tangents pour

les raisons suivantes :

» Ses feuilles ont une topologie triviale : ce sont des disques épointés ou doublement épointés pour les feuilles
qui rencontrent le diviseur exceptionnel en deux points.

» Sa structure transverse est tres facile a décrire. L'espace des feuilles est un chapelet de deux sphéres recollées
en I'un de leurs pdles par un petit germe de difféfomorphisme o.

» Son espace de modules tangents est de dimension 1.

Dans [15], j'ai abouti a une description pratiquement compléte de |a situation et de |a structure de I'espace des
modules de 5.6. Ici, I'ensemble des classes d'équivalences analytiques de feuilletage dans la classe topologique
de Abscusp sont décrites comme obtenues par chirurgie de AbsCusp au voisinage du point singulier du diviseur
exceptionnel. L'idée a consisté a décrire le plus petit groupe mis en jeu dans la chirurgie permettant d'accéder
a toute les classes d'équivalences analytiques. Il s'agit d'un produit semi-direct

C x Diff (C,0).

dans lequel le premier facteur s'interpréte comme le module tangent « et le second comme la structure
transverse o, la structure du produit s'écrivant

(0,0) 0 (ByY) = (o + By (0),00v)
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Théoréme ([15]). Tout feuilletage topologiquement équivalent a AbSCusp est analytiquement équivalent au
collage obtenu de la fagcon décrite ci-dessous

Deux éclatements ponctuels
successifs

2,3
THY st
ry
Découpage et collage suivant
I'application (z,y) — (z(1 + ay), o (y))
ol dy = 0 est une équation
locale des feuilletages
Contraction suivant
le résultat classique de Grauert
e
Singularité modelée sur N
224y (o
o = cst NS
%
%y
‘o,

2

pour un certain couple (x, o) € C < Diff(C,0)

En faisant varier le parameétre o dans (C, p), on obtient, pour tout oy un déploiement semi-universel du
feuilletage obtenu pour le collage codé par (&g, o).

Parmi d’'autres conséquences, ce résultat implique que le seul feuilletage topologiquement équivalent a AbSCusp
et transversalement projectif est AbsCusp lui-méme.

Dans cette classe de feuilletages, j'entrevois une possible interprétation du module tangent méme si je ne sais
pas encore |'énoncer formellement. Lorsque la structure transverse o est fixée, I'action du collage introduit
dans le théoréme précédent s'écrit le long d'une feuille

x—=x(14+ay).

Ay fixé, c'est-a-dire le long d'une feuille, c'est une homothétie dont le rapport dépend de x. En d’autre termes,
on peut considérer que le long du déploiement la feuille locale se dilate et que c’est sa taille qui mesure le
module tangent. En considérant, dans le processus d'éclatement, un chemin réel dans la feuille qui relie les deux
points d'intersection avec les composantes irréductibles du diviseur - pour les feuilles concernées - on obtient
un cycle asymptotique non trivial dans la feuille dont la longueur caractérise la taille de la feuille évoquée
précédemment. Ce cycle se pousse de feuilles en feuilles jusqu'a la singularité ou il s'évanouit. Je pense que
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nous devrions pouvoir évaluer le paramétre « dans la forme normale de collage pour une donnée de feuilletage
topologiquement équivalent a AbSCusp en intégrant une forme différentielle non relativement exacte le long
de ce cycle évanescent.

F1GURE 5.4. Cycle évanescent d'un feuilletage absolument dicritique.

De facon plus générale, la cohomologie relative des feuilletages absolument dicritiques n'est pas mystérieuse :
ainsi, une forme différentielle holomorphe 1 relativement fermée est relativement exacte si et seulement si son
intégrale le long des cycles évanescents apparaissant a chaque coin du diviseur exceptionnel est nulle. En effet,
pour construire une primitive relative au voisinage de la partie réguliere de chaque composante irréductible
du diviseur exceptionnel, il suffit d'intégrer n sur des chemins réels tangents au feuilletage ayant une de
leurs extrémités dans le diviseur. Comme la feuille est un disque épointé, cette intégrale est indépendante du
chemin choisi et la primitive est bien définie. Par ailleurs, la famille de primitives ainsi construite se recolle
en une primitive relative globale en vertu de I'hypothése de I'annulation de I'intégrale de 11 le long des cycles
évanescents.

5.4. Invariants de glissement. L'étude des feuilletages absolument dicritiques, outre qu'elle constitue une
porte d'entrée confortable vers I'étude des modules tangents, s'est trouvée a posteriori motivée par les résultats
de Huong Trong Minh, étudiant que j'ai co-encadré avec E. Paul. Dans sa thése, Minh a utilisé les feuilletages
absolument dicritiques comme une sorte de coordonnée globale génériquement transverse. Considérant deux
feuilletages supportés par le méme arbre de réduction, il a mesuré le défaut de recollement de conjugaisons
locales au voisinage des composantes irréductibles du diviseur exceptionnel, conjugaisons construites par la
méthode Mattei-Moussu [34] ayant fait I'hypothése préalable que les holonomies projectives des feuilletages
au-dessus de chaque composante sont conjuguées. Il a incarné ce défaut dans un invariant dit de glissement
que I'on constuit pour une singularité réduite comme sur la figure 5.5
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Construction h
des invariants D
NG (
de glissement = ’Y\S
N
_—— \
T =
9(F, L)

<

FIGURE 5.5. Construction des invariants de glissement pour une singularité réduite.

Etant donnée une singularité réduite F et une fibration génériquement transverse £, I'holonomie de F peut
étre calculée sur le lieu de tangence T (&, £) puis projetée via la fibration £ comme un germe de biholomor-
phisme g (F, L) de I'axe x = 0 invariant. L'intérét de ce germe réside dans le résultat suivant : un germe
de biholomorphisme de I'axe x = 0 peut-&tre prolongé en un germe d'automorphisme de la paire (F,L) si
et seulement s'il appartient au commutant de g (5, £) [47]. En utilisant un feuilletage absolument dicritique
L comme fibration génériquement transverse a un feuilletage F dans une résolution de ses singularités, Minh
adjoint au couple (F, L) la liste de ses invariants de glissement calculés & chaque point singulier du diviseur
exceptionnel. Associée aux holonomies projectives, cette liste constitue un invariant complet de la classification
analytique résolvant ainsi le probleme de Thom pour les singularités de feuilletages.

Ces invariants sont nouveaux et mériteraient une étude approndie : comment varient-ils le long d'un déploiement
et quel lien tissent-ils avec les modules tangents sont autant de questions naturelles que ces invariants soulévent.

41






Sur la structure tangente d'une équation différentielle...

6. Algébrisation.

L'algébrisation est un probleme périphérique a celui de la description des modules tangents mais qui, via par
exemple les considérations de la section 2.1.1, se trouve naturellement mélé 3 mon travail. D'une certaine
facon, pour celui qui avance avec un point de vue essentiellement local, c'est une question latente qui irrigue
un peu chacune de ses occupations. En toute généralité, on la formulerait ainsi

Quels sont les objets analytiques locaux qui sont la trace d'objets analytiques globaux quitte
a les considérer dans une bonne coordonnée locale?

Dans certaines situations, c'est un probleme vide : par exemple, il est bien connu que tout germe de fonction
analytique de (C™,0) ayant une singularité isolée est analytiquement équivalent a une fonction polynomiale. Ce
résultat permet, en particulier, d'étendre aux fonctions analytiques des constructions trés fines [24] adaptées au
cas algébrique. A ma connaissance, si la singularité n’est pas isolée, la question est encore ouverte. Néanmoins,
G. Rond, A. Parusinski et M. Bilski ont annoncé I'algébrisation continue de germes plus généraux que ceux
cités ici : ils montrent que, dans une situation englobant les fonctions a singularité non isolées, tout germe est
homéomorphe a une fonction polynomiale.

Dans le contexte des singularités de feuilletages, le probléme n'est pas vide. En 2010 dans [18], L. Teyssier et
moi-méme avons concrétisé une stratégie proposée dans [31] par J. Martinet et J.-P. Ramis et montré, pour la
premiere fois, |'existence d'un germe de singularité non-algébrisable, ce qui signifie, non donné par un germe
de 1-forme différentielle polynomiale quelque soit la coordonnée analytique locale dans laquelle on le regarde.
Notre stratégie a consisté a munir le groupe Diff (C, 0) d’une topologie normée faisant de cet espace un espace
de Baire analytique, c'est-a-dire, un espace qu'il est impossible de recouvrir par une quantité dénombrable de
sous-variétés analytiques, en un sens que nous avons introduit, suivant des idées anciennes d’'analyse dans les
espaces de dimension infinie. La preuve de |'existence d'une singularité non-algébrisable repose alors sur ce
que, pour une certaine classe € de singularités dites selle-noeud, Martinet et Ramis ont montré I'existence d'un
classifiant, dit désormais invariant de Martinet-Ramis, pour la classification analytique. Ce classifiant étant
précisément un germe de bihlomorphisme a une variable, il en découle une application

(6.1) & — DIff(C, 0)

dont nous avons pu montré I'analycité pour les structures d'espaces normés que j'évoquais. Si toutes les
classes d'équivalences analytiques de & pouvaient étre représentées par un germe polynomial, on obtiendrait
un recouvrement dénombrable en sous variétés analytiques de Diff(C,0) en considérant les images de &,, C &
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- ensemble des germes représentables par un germe de 1—forme polynomiale de degré inférieur 3 n - par
I"application 6.1.

Depuis, cette stratégie a été adaptée avec succés par G. Calsamiglia [4] pour montrer |'existence de germes
non-algébrisables pour d'autres classes de singularités avec la méme approche : si I'espace des modules de la
classe étudiée contient un espace fonctionnel modelé sur C{x}, il ne saurait étre de Baire analytique.

La construction d'un exemple explicite est une question compléetement ouverte et les techniques avancées
ci-dessus, constitutivement non constructive, sont incapables d'en produire. Au contraire de la dimension
supérieure ol égale a trois ol suivant [50], la fonction

f(x,y,z) =xy (y + 2x) (y + e*x)

est non-algébrisable car dans le cas contraire I'écriture de I'invariant birapport des quatres droites, ol z est vu
comme un parametre, fournirait une relation algébrique entre les fonctions z +— z et z — €%, ce qui ne peut
exister.

6.1. Les fonctions méromorphes. La classe des fonctions méromorphes ne laisse pas la technique développée
ci-dessus s'adapter : en effet, I'espace des modules d'une fonction méromorphe est trop petit et |'argument de
Baire ne fonctionne pas. Aussi, je propose la conjecture suivante

Conjecture. Un germe de singularité du plan complexe admettant une intégrale premiére méromorphe est
algébrisable.

Il'y a une approche tout a fait standard pour essayer de montrer cette conjecture et je voudrais ici brievement
expliquer pourquoi elle se heurte a une difficulté vraisemblablement insurmontable en I'état. Pour ce faire,
considérons un germe de fonction méromorphe

f

g

avec f et g dans C{x,y} premier entre eux et une déformation a un parameétre t € (C,0) s'écrivant

f+tf,

6.2 _rtn
(62) g-+tgn

ou f,, et gn sont des germes s'annulant a I'ordre n. en 0. S'il s"avérait, comme c'est le cas pour une construction
analogue pour les germes de fonctions holomorphes que, pour n assez grand, la déformation 6.2 soit topo-
logiquement triviale, alors on devrait pouvoir montrer qu'il s'agit en fait d'un déploiement équisingulier trés
tangent au déploiement trivial et donc analytiquement trivial. Ainsi, |'algébrisation des fonctions méromorphes
serait réalisée par la déformation

f—t(f — Jetyf)

6.3 t— n>1
(63) g—t(g—Jetng)

qui relie g a la fraction rationnelle j:Tt“;. L'ennui, c'est que la déformation 6.2 n'est pas, en général, topolo-

giquement triviale, |'obstruction se concentrant sur les feuilles multiples de g. Par exemple, la déformation
x? 4ty
Yy
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n'est topologiquement triviale pour aucune valeur de n car la fibre multiple réguliere x> = 0 se change avec
t # 0 en une courbe irréductible singuliere x*>+ty™ = 0. Je ne désespere pas de montrer la conjecture ci-dessus
par cette approche en choisissant une déformation reliant g a une fraction rationnelle qui tienne compte de
la multiplicité de certaines fibres et, donc, préserve cette multiplicité. A ce titre, le travail de G. Rond, A.
Parusinski et M. Bilski m'intéresse particulierement puisqu'il m’'a toujours semblé que résoudre le probleme
pour les singularités non-isolées devait avoir pour conséquence plus ou moins directe la résolution du probleme
pour les fonctions méromorphes - les obstacles se concentrant, comme je I'ai dit, sur les fibres non isolées.

Sous certaines hypothéses assez restrictives, |'algébrisation des fonctions méromorphes et méme multiformes
est connue : dans [10], Cerveau et Mattei montrent en particulier que tout germe multiforme en dimension
deux de la forme

A Ap
1 fp

posséde la propriété de détermination finie lorsque le lieu singulier de la forme différentielle définie par

P
(6.4) froofp ) A d )

est réduit a 0 : en fait, ils parviennent, dans cette situation, a faire fonctionner la stratégie 6.3. Si les A; sont
des entiers relatifs, ce lieu singulier est la réunion des fibres multiples de la fonction méromorphe considérée,
comme dans |'exemple suivant

_ x2 —i—yz
_7xy

f

ou les fibres multiples sont celles au-dessus de 2 et —2 et ot 6.4 s'écrit

(x —y) (x +y) (xdy —ydx)
dont le lieu singulier est la réunion de ces deux fibres.

6.2. La conjecture de Bogomolov. La question de |'algébrisation des feuilletages holomorphes s'est révélée
directement attachée a la conjecture de Bogomolov [2] dont I'énoncé est le suivant. Une variété algébrique
feuilletée par un feuilletage éventuellement singulier étant donnnée, toute sous-variété réelle de dimension paire
partout transverse au feuilletage est automatiquement munie d'une structure de variété complexe compacte
dans laquelle les cartes sont les applications locales trivialisantes du feuilletage au voisinage de chaque point de
la sous-variété. Bogomolov affirme que toute variété complexe compacte peut étre obtenue de cette maniere.

Demailly, Lempert et Shiffmann ont montré dans [11] qu'un résultat d’approximation algébrique des feuilletages
impliquerait la conjecture de Bogomolov. Celui-ci s'énonce formellement de la facon suivante : un feuilletage
régulier sur un ouvert de C" est conjugué sur tout l'ouvert a un feuilletage pouvant étre approché - au
sens de la convergence uniforme sur les compacts - par des feuilletages Nash-algébrique, c'est-a-dire, par des
feuilletages dont les graphes, en tant qu’applications dans la grassmanienne, sont contenus dans des sous-
variétés algébriques. Ce qui est demandé ici est donc moins fort que I'algébrisation elle-méme et je pense
raisonnable de finir sur la conjecture suivante mentionnée aussi par L. Teyssier [46]

Conjecture 4. Tout feuilletage holomorphe régulier sur un ouvert U de C" relativement compact est conjugué
sur U a un feuilletage donné par une 1—forme différentielle polynomiale.
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