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1. INTRODUCTION

Partons d’un des résultats les plus connus de la théorie des probabilités LA LOI FORTE DES
GRANDS NOMBRES.

Théoréme 1.1. Soit (X,),>1 une de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
admettant une espérance E (| X,|) < +oo alors

X1+...+Xn 2>

n n—00

E(X)).

D’un point de vue pratique E(X7) représente souvent une quantité inconnue que 'on désire estimer
et Z1ittXa 4y estimateur naturel. Dans la vraie vie, n — oo n’existe pas, on disposera d’un nombre
d’expériences limité (n = 100, n = 1000). Il est donc naturel de se demander si lorsque n est fixé
Xkt Xn o5t Join ou non de E(X;). Autrement dit on peut se demander si % est un bon
estimateur de E(X;). A quelle vitesse converge-t-il ? etc...

La premiére réponse sur la vitesse de convergence est donnée par le théoréme central limite.

1



2 T. KLEIN

Théoréme 1.2. Soit (X,)n>1 une de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
admettant une variance o (i.e.E (X2) < +o0) alors

\/E<X1+...+Xn

- - E(Xl)) Lo N0, 02).

n—oo

Ce théoréme assure grosso-modo que 21+=FXn converge a une vitesse de lordre de /n vers E(X7).
n

Cependant, ce n’est qu’un résultat asymptotique et il ne dit rien si n est fixé (surtout si n est petit).
L’objet de ce cours est de présenter quelques résultats élémentaires permettant de quantifier I’erreur
commise entre % et E(X1) lorsque n est fixé. La théorie de la concentration de la mesure et les
inégalités de concentration représentent des domaines trés actifs en recherche, nous en présenterons que
les premiers résultats. Le lecteur pourra consulter les ouvrages de Michel Ledoux [4] et de Boucheron,
Lugosi et Massart [1].

2. ON COMMENCE PAR LE DESSERT : LE MONDE TROP BEAU DES VARIABLES GAUSSIENNES

2.1. Fixons les notations.
Prenons des variables gaussiennes indépendantes et de méme loi (on supposera qu’elles sont centrées

réduites mais ce n’est pas nécessaire). Leur densité est bien connue elle vaut
o) exp (—z%/2)
) = ——>.
V2m

On notera ®(z) la fonction de répartition
B(z) = / B(1)dt.

2.2. Une inégalité de concentration parfaite ?
Fixons un n, je rappelle qu’on se demande si % est loin de 0 = E(X7;). Voici une fagon de
traduire cette question mathématiquement. Prenons un 2 > 0 (il représente 1’écart entre % et

0) et cherchons & estimer la probabilité que I’écart entre % et 0

)

soit supérieur & x

Xi+...+ X,

p —E(Xy)

o) = (|

Ici E(X;) = 0 et $it=tXa o A7(0,1/n), ainsi

C(z) =P (|1X1| > v/n) = 2P (X1 > zv/n) = ~/24t.

2 [t
— e
V2m /:rﬁ
On est donc ramener & controler le plus précisément possible I'intégrale [ oo /2y

x

Lemme 2.1. Pour tout z > 0

1 1 +oo 1
(1) max (0,6_12/2 ( — 3)) < / et 2qt < e~ /22
r . x

Preuve
Majoration

+o0 +oo +oo
/ et = / Ee_tz/zclt < 1/ te=t/2qt = l(3_"’2/2.
= " t T ), x

Minoration On fait une intégration par partie

+o0 +o0 —t2/2 +oo
/ e~ 124 :/ Ee_tz/th = {— e Troo —/ le_tz/th
" > t t © - t2

2 + 2 2
_e 1/2_/ m%eﬂs?/zdt>6 e
. >

x

x T 3
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Remarque 2.2. L’encadrement (1) peut-étre rendu aussi précis que l’on veut en faisant des intégra-
tions par parties successives par exemple la borne sup peut étre remplacée par

2 1 1 3
(o1, 8y
x oz xb
Théoréme 2.1 (Concentration Gaussienne). Pour tout n > 1 et tout x > 0
(2)

1 1 Xi+...+X 2
2 0 —ma?/2 (- < V2P 4—EX > e ——
mam( ,e NIRRT <V2r - (X1)|>z) <2e T

Remarque 2.3. On peut remarquer ici qu’on a un contréle parfait de C(z) puisque la majoration et
la minoration sont du méme ordre de grandeur.

1

Cette inégalité parfaite est di & un coup de chance extraordinaire. Pour les gaussiennes, on sait faire
a peu prés tous les calculs que I'on veut, ce qui ne sera malheureusement plus le cas par la suite.

2.3. De l’inégalité de Markov a4 une deuxiéme inégalité de concentration. L’inégalité de
Markov est un outil puissant qui nous permettra d’obtenir des inégalités de concentration.

Proposition 2.4. Soit Y une variable aléatoire positive et intégrable alors pour tout t > 0
1
PY >t) < ZE(Y)

Si g est une fonction positive strictement croissante alors

E(g(Y
B(Y > 1) = B(g(Y) > g(1)) < 20))
9(t)
En choisissant g(z) = (z — E(Y)) on obtient I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev :
Var(Y)

P(Y —B(YV)| 2 1) < =5

Remarque 2.5. On a obtenu notre premiére inégalité de concentration.

Revenons maintenant a nos moutons gaussiens

Xi+...+X,

p - E(Xy)

C’(x)z]P’(‘ zx)ZQP(Xlzx\/ﬁ).

Pour t > 0 considérons la fonction g;(y) = e cette fonction est visiblement positive et croissante, on
peut donc appliquer 'inégalité de Markov

(3) C(z) < 2e V'R (e"1).

Lemme 2.6. Si X est une variable aléatoire gaussienne centrée réduite alors
2
E(etXl) — et/
Preuve

dx 2 2 dz 2
E (etX1 :/emeaﬁ/z — et /2/67(@«4) /2 — /2,
( ) R v 21 R v 2

Nous allons maintenant optimiser en ¢ > 0 le terme de droite de (3)
C(z) < 2e7VNE (X1) = 2eteVnet?/2,
L’optimum est atteint en ¢ = x+/n, on obtient alors

Théoréme 2.2 (Concentration Gaussienne 2). Pour tout n > 1 et tout z > 0

) P(X1+...+Xn

n

—E(Xy)

> 33‘) < 26—'”322/2.
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Remarque 2.7. Comparons les deuzr bornes de concentration obtenues en (2) et (4) on a obtenu
—na?/2 1 —nax?/2

V2m/nx
la seconde méthode on perd un facteur de l’ordre

. On remarque que en utilisant

par la premiére méthode 2e et par la seconde 2e

par contre on obtient le “bon* facteur do-

\/271\/5-"6
minant e . La méthode utilisant l’inégalité de Markov a l’énorme avantage d’étre “facilement”
généralisable & d’autres variables aléatoires. On voit cependant que méme dans un cas calculable, on
perdra au minimum un facteur de ’ordre ﬁ

—nax?/2

2.4. Une troisiéme inégalité gaussienne 7 On peut reprendre la démarche précédente en rempla-
cant les fonctions g;(y) = eV par les fonction my(y) = |y|* ici k& € N*. L’inégalité de Markov conduit
naturellement &

E (|X1 \’“) .

(5) Clx) <
Lemme 2.8 (Calcul des moments My = E (\X1|k))

%
n zk

(1) Sik =2p est pair alors

2p)!
M, — (/p) .
2Pp!
(2) Sik=2p+1 est impair
2
Mapyq = 2Ppl——

Nirs

Preuve Notons M =E (\X1|k> alors (a l’aide d’une gentille intégration par parties)

My, = 2/ xke_””Z/de/\/2/7r =2(k — 1)/ xk_2e_lz/2dx/\/2/7r =(k—1)Mj_s.
0

0

(1) Sik = 2p alors par récurrence en se rappelant que My = 1 il est facile de voir que

~ (2p)!
My, = T

(2) Sik=2p+ 1 alors par récurrence en se rappelant que M; = 2/+/27 il est facile de voir que

2
Mapyq = 2Ppl——

Nor3

Maintenant il s’agirait d’optimiser (5) en k ce qu’il ne semble pas évident a faire.

3. PLAT DE RESISTANCE LA METHODE DE CRAMER

3.1. Fixons le vocabulaire. Soit Z une variable aléatoire intégrable et x > 0 un nombre positif fixé.
— Inégalité de concentration
On appelle inégalité de concentration toutes inégalités donnant une majoration du type (f étant
une fonction explicite)
P(1Z -E(Z)| z ) < f(a).
— Inégalité de déviation & gauche
On appelle inégalité de déviation a gauche toutes inégalités donnant une majoration du type (f
étant une fonction explicite)
P(Z—E(2) > 1) < f(a).
— Inégalité de déviation & droite
On appelle inégalité de déviation a droite toutes inégalités donnant une majoration du type (f étant
une fonction explicite)
PEZ)—-Z >z) < f(x).
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— L’objectif.
Comme nous 'avons déja dit dans I'introduction notre objectif est de quantifier I’écart entre une
moyenne empirique et une espérance. Nous allons donc vouloir donner des inégalités de concentration
(ou de déviation) pour des variables Z du type % La fonction f majorante dépendra bien
évidement de n. Par exemple pour des gaussiennes on a vu que lon pouvait prendre f(x,n) =
2e~ne’/2,

3.2. La méthode. La méthode basée sur I’inégalité de markov & 'immense avantage de se généraliser.
Nous allons maintenant exposer la méthode générale. Prenons une variable aléatoire Y et un nombre
positif ¢ > 0 alors 'inégalité de Markov assure que

(6) P(Y >z) < e ™E (e).
Nous noterons

Ty (t) = log (E (e)) .
Ainsi (6) se réécrit

P(Y > z) < e toH¥r(®),

Notons U3 (z) la transformée de Legendre (Cramer de la loi de Y) de ¥y
U5 () = sup{tz — Uy (t)}.
>0

On obtient alors 'inégalité

P(Y >z) <e ¥v@),
Bien entendu nous allons appliquer ce processus a des moyennes empiriques de va iid. Prenons
X1, Xo,... X, i.i.d pour lesquelles il existe t > 0 telque E (etxl) < 400, on applique la méthode

précédente & Y = % — E(X7). Comme les variables sont iid il est évident que

Xi+...+X, t
P <1++ —E(X;) > 33) < exp (—t(az +E(X1) + n\I/XI()) .
n n
Une fois arrivé 1a, il existe essentiellement deux situations
(1) Soit la fonction U3 () est bien connue (voir Exemple 1) et dans ce cas on obtient de belles
inégalités.

(2) Soit la fonction W3 (x) n’est pas connue (incalculable ou loi de Y inconnue) et dans ce cas on

va essayer de majorer (intelligemment de préférence) e~ ¥v(®),

Exemple 1.

(1) Cas des variables gaussiennes. Refaisons le calcul pour des gaussiennes générales N (u,o?)
Soit (X;); i.i.d. de loi N'(u,0?) alors

E(etxl) _ e‘2§2+w.

On a alors
Xi4...+ X, 2o
P <1++ —E(Xy) > :L') < exp (tx + 0) .
n 2n
Le terme de droite est optimisé pour t = Z3. On obtient alors la borne
Xi4+...+ X, 2
P L,E(xl)zx §exp ,E .
n 202

On peut faire la méme chose pour les déviations a droite et obtenir finalement,

Xi+...+X, 2

P Art- A >z | <2exp _n .
n 202

2

—E(X1)

On peut noter que la borne est d’autant meilleure que o? est petit, nx? grand (ce qui est

moral).
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(2) Cas des variables de Poisson (P())).
Soit X4,...,X,, des variables aléatoires indépendantes de loi de poisson de parameétre .
Commengons par calculer la transformée de Laplace d’une variable X ~ P(X). Soitt € R on
a

Yx(t) =log (E (e'*)) = log ( —A Zetk i > =log (exp (=X + Ae')) = =N+ Ae'.

Comme précédemment nous allons mettre en oeuwvre la méthode de Cramér. Pour tout x > 0
ett>0ona

P(M/\zz> gexp< tx+A) +n¥x(
n

)) = exp (—t(x +A) +n (—/\ + Ae””)) .

n
Le terme de gauche est minimal pour t = nlog (i), on réinjecte cette valeur dans l'inégalité
ci-dessus

P —X1+”'+Xn—/\2x <exp | —nlog ztA (x+A)+n _)\+)\x+)\
n A A
x

< exp (nlog <:”J;A> (z 4+ ) + n:v) — exp (an [(1 n %) log (1 n %) - X]) .

Définition 3.1. On définit pour tout x > —1 la fonction

hiz) =14 z)log(l +z) — x.

On a
(7) P <X1+n+X" —-A> x) < exp (—nAh (%)) .

Regardons maintenant les déviations de l'autre cété, comme les variables de poissons sont
positives % — X est toujours plus grand que —\, prenons donc 0 <x < X ett >0

P <X1 + n +Xn _ S —gj) —P <—t (Xl + n +Xn> 2 ¢ (A . J,‘)) _p (e_t(X1+47.1:+Xn> Z e—t()\—:t))

< exp (t()\ —z)+ n\IIX(—TtL)) = exp (t()\ —z)+n (—)\ + )\e—t/n)) .

Le terme de gauche est minimal pour t = —nlog (%), on réinjecte cette valeur dans l’inéga-
lité ci-dessus

P(W’—Ag—ﬂgexp<—nlog(A;x>(A—x)+n(— /\;x»
oo (oms (52 01 ).

Finalement, on a pour tout 0 < x < A

(8) P (Xl—’—n—’_Xn -2 < —x) < exp (—nAh (—;)) .

Remarque 3.1. On peut montrer que si x > 0 alors

72

M) 2 5 s

Ainsi la borne de l’équation (7) est controlée par

Xi+...+ X, x x? na? 1
- A > < — _ < —n—_— | < B ——
]P’( - A x) exp( nAh(}\)) exp( n2)\ 23:/3) exp( o 1 2x/(3)\)>

\ . . 2
On peut comparer cette borne a la borne gaussienne qui est exp (f%)
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(3) Cas des variables Bernoulli (B(p)).

Soit X4, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramétre p.
Commengons par calculer la transformée de Laplace d’une variable X ~ B(p). Soit t € R on
a

Ux(t) = log (E (")) = log (pe’ + (1 - p)).

Comme précédemment nous allons mettre en oeuvre la méthode de Cramér. Comme les va-
riables de Bernoulli sont toujours plus petites que 1 il suffit de considérer des x tels que
0 <x <1—p. Donc pour ces x et toutt >0 on a

P <X1++Xn —p> x) < exp (—t(x—i—p) +n\I/X(t)> =exp [—t(z + p) + nlog (pe’ + (1 —p))].

n n

Notons u = pet alors le terme de droite est optimisé pour u = L=2/+p) (i.e. t =log(u/p)).

n—(z+p)
P (R a0 <o |- togtu)a 4 )+ g (G2 1)
< exp :—(x +p)log (W) +nlog (7%”
< exp - 1o (P ED) ety (T2 4 ntog )]

Le fait d’obtenir ce genre de bornes explicites est un coup de chance. En général, on ne sait ni calculer
explicitement les fonctions v, ni optimiser en ¢ les bornes. On va donc procéder par comparaison, ceci
est I'objet du prochain paragraphe.

4. TROIS INEGALITES CLASSIQUES
4.1. Variables sous Gaussiennes.

Définition 4.1. Une variable centrée X est dite sous-gaussienne de facteur variance v si

2

vt
Yx(t) :=log (E (etX)) < -
On notera par la suite X € G(v).
Théoréme 4.1 (Concentration sous-gaussienne). Soit v > 0, st X1,...,X,, sont i.i.d centrées appar-

tenant & G(v). Alors pour tout x > 0,

X o+ X 2
p <1++n > x) < oxp (_”fc> ,
n 2v
Preuve

On fait la méthode de Cramér, puis on majore 1 x par son équivalent Gaussien et sa tombe tout seul.
|

Avant de donner des exemples importants de variables sous-gaussiennes, on peut se demander ce qui
se passe pour des variables non sous-gaussiennes par exemple des variables exponentielles. Supposons
donc que nous disposions de n variables exponentielles de paramétre A > 0. Alors si ¢ < A on a pour
toute variable X ~ £(X)

Px(t) = log (E (e'¥)) = log ( /O o etyAe_)‘ydy> = log (AAJ :

Ainsi si t < n) on obtient

AT T S s < — - —2 ).
IP< - A_x)_exp( t(x+)\)+nlog()\_t/n>)
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na?
14+x X
réinjecte le tout (on commence & en avoir I’habitude)

Xi+...+X, 1 N> 1 A
p(tt o~ sp)< - - log [ —2——
< - A_x)_exp( 1+$)\(x+)\)+nog P ,

< exp (—nzA+nlog (1 +z)N)),
<exp(—n[zA —log(1+aN)]).

Bien évidement cette borne est plus grande que la borne gaussienne mais est ce surprenant ?

La majoration est optimisée pour ¢t = (qui est soit dit en passant bien inférieur & n\). On

4.2. Inégalité de Hoeffding. Les variables bornées forment une classe importante de variables aléa-
toires sous-gaussiennes. L’inégalité de Hoeffding va permettre de controler des déviations de variables
bornées sans aucunes hypothéses sur la loi (on essaiera de comprendre le prix a payer pour cela).

4.2.1. Toutes les vartables bornées sont sous-gaussiennes.

Lemme 4.1. Soit Z une variable aléatoire centrée (E(Z) = 0) prenant ses valeurs dans [a,b] (a <
2
Z < b presque strement). Alors Z € G (@).

Preuve
Etapel : On commence par remarquer que (la distance de Z au milieu de l'intervalle est plus petite
que la longueur de 'intervalle)

’Z— b+a < b—a.
2 - 2
Ainsi )
Var(Z)SM.

4
Etape2 : Calculons gentiment (Y étant bornée sa transformée de Laplace est tellement gentille qu’on
peut dériver comme on veut)

ba(t) = log (E (7)),
iyt = B2
A - E (etz) )
2 t7 tZ\\2
v = E(Z%¢#)  (E(Ze¥)) :]E(Zzetsz(t)) B (E (zetzefwzu)))?_
E(e') (E (e1%))?
Le dernier terme ressemble beaucoup a une variance, remarquons £ (etZ e_wZ(t)) =1 ainsi la fonction
u > ete=¥2(1) est une densité de probabilité par rapport a la loi de Z, ainsi si U est une variable
aléatoire admettant cette densité par rapport a la loi! de Z on a

Var(U) = E (Z%tze*wz(t)) _ (E ( Zetze—wzu)))

Comme a < Z < b il en va de méme pour U, le résultat de I’étape 1 reste valable pour U on en déduit
donc que

2

" (b — a)2
(< 5

Maintenant il est facile de voir que 1z(0) = 0 (log(1) = 0) et que ¢, (0) = 0 (la variable Z est centrée),
on fait un développement de Taylor & 'ordre 2

t2 t2(b — a)?
balt) = S0 < =
|
Remarque 4.2. Prenons b = —a = 1 et des variables aléatoires de Rademacher i.e. P(Z = —1) =

2
P(Z=1)= % alors Var(Z) =1 = (b_4a) . Donc la borne controlant la variance est atteinte pour les
variables aléatoires de Rademacher qui sont les pires variables bornées!!!

Finalement, la technique consiste & comparer nos variables aux pires variables possible.

1. C’est un changement de probabilité classique que l'on retrouve en théorie des grandes déviations
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4.2.2. Inégalité de Hoeffding. En concatenant les deux paragraphes précédent on obtient sans trop se
fatiguer

Théoréme 4.2. Soit X1,...,X,, n variables aléatoires indépendantes (non nécessairement de méme
loi). On suppose que pour tout indice i, X; € [a;,b;]. Soit

S = Z (Xi —E(X3)).
i=1
Alors pour t >0,
2t?
>ict (bi — a;)

Remarque 4.3. Si on s’intéresse comme d’habitude aux moyennes empirique il faut diviser S par n
ce qui revient a multiplier t par n et on obtient

(s ) ( In2t2 )
]P) - Z t eXp —<=n . 2 .
n Zi:l (bi - ai)

Attention, ici il n’y a pas de miracle! on ne fait pas mieux que de la concentration gaussienne le n?
est trompeur car moralement il y a un n au dénominateur & cause de la somme.

Remarque 4.4. On voit que la borne obtenue ne dépend absolument pas de la variance des variables
aléatoires considérées (seulement d’un majorant universel de cette variance). Ainsi on obtient la méme
borne de concentration pour deux variables ayant le méme support borné et ceci méme si une a une
variance cent fois inférieure o lautre. C’est cette constatation (non raisonnable) qui motive l'intro-
duction des inégalités de Bennett et Bernstein.

4.3. Inégalité de Bennett.

Théoréme 4.3 (Inégalité de Bennett). Soit X1,...,X,, n variables aléatoires indépendantes (non
nécessairement de méme loi), de variances finies et tel que pour tout indice i, X; < b. Soit

n
S = Z (Xi —E(X3))
i=1
et .
v=>Y E(X})
i=1
Notons pour u € R, ¢p(u) =e* —u—1 et pour u> —1, h(u) = (1 +u)log(l+u) —u (on l'a déja vue

celle-ci!!) Alors
(1) Pourt >0

Preuve

(1)
Etapel : Quitte & remplacer chaque variable X; par X;/b on peut supposer que b = 1 (les
formules sont bien homogénes en b).

P (u)

u2

Etape2 : On commence par remarquer 2 que u — est une fonction croissante sur R. Alors

comme X; < 1 il est évident que
P(tX;) < PX7o(t) = X7

i(et—t—l),
etXs thi—f—l—i—Xf (et

—t—1).

2. Faire une gentille étude de fonction
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Etape3 : On calcule tranquillement 1¥g(t) et on utilise l’étape 2.

bs(t) = Z log (I [e!(X:-EXD] ) Z (log (E [e]) - E(X.))

< (log (14 B(X;) + E(X7) (' —t — 1)) — tE(X,)) -

=1

On multiplie et divise par n et on utilise la concavité de la fonction u — log(1 + u)
T E(X; T OE(X;
Ps(t) <n <log (1 +t721:1n (X3) + 2 (" —t— 1)) - tizl—ln ( ))

n
<v(eh—t—1).
Ce qui prouve le premier point.

(2) On met en route la machinerie de Cramér

]P(S > x) < eftoﬁﬂffs(t) < 6—tm+v(et—t—1).

Le terme de droite est optimal pour ¢ = log (1 + %), on obtient alors
P (S > x) < e—10g(1+%)x+v(%—10g(1+%))
< ef'u[(lJr%) log(lJr%)f%} )

Ce qui est exactement le deuxiéme point du Théoréme.

Remarque 4.5. I est facile de voir que

2
M) 2 S sy

On peut donc affaiblir le résultat ci-dessus par

22
P (S > 1-) < e 2(v+bz/3)

Ce résultat est moins précis que celui du théoréme alors pourquoi le présenter ?

4.4. Inégalité de Bernstein. Le gros défaut de 'inégalité précédente et qu’elle suppose les variables
bornées par b, I'inégalité qui suit va permettre de relacher cette hypothése. En contre partie, on va
étre obligé de faire des hypothéses de moments et on va perdre un peu au niveau de la borne.

Théoréme 4.4 (Inégalité de Bernstein). Soit Xi,..., X, n variables aléatoires indépendantes (non
nécessairement de méme loi), pour lesquelles il existe de nombres positifs v et ¢ vérifiant y | E(X?) <
v et

n
q
;E [(X:)4] < e’ %, Vg>3,

avec x4+ = max(zx,0). Soit
n

S = Z (Xi —E(X5)).

i=1
Notons pour u > 0, hi(u) =14 u— 1+ 2u Alors
(1) Pour0<t<1/c

¥s(t) :=log (E (¢'%)) < 2(11]7;15)

(2) pour x>0,

P(SEM-FCI‘) <exp(—z).

Preuve
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(1) Comme précédemment en considére la fonction ¢(u) = e —u— 1. Cette fonction est controlée

par u?/2 pour les u < 0

u?

o(u) < 5 Yu < 0.

Soit t > 0 alors

+oo +oo
tiX? X2 t7(X;)%
XD =D Sy ¢!
q=2 q=3
2R (X?) X E [(X;)Y
E (¢(tX;)) < §)+Z %,4
q=3 ’

2 2y X payer2
E(o(tX;)) < —
LLCIEESDIE

n +oo
Y E(6(tX)) < g Y taer2,
i=1 q=2

On voit que la série est convergente si et seulement si t¢ < 1 c’est & dire ¢ < 1/¢. On va
maintenant controler 1g(t) (on utilisera une fois de plus que log(u) < u — 1 pour u > 0).

stt) = tog [£(e1%)] = - (tog [8 (¢ %)) ) ~ 3B (x)

n

<3 (B (¢S ) —1- B () = SE(6(X0)

i=1 i=1

U-&-oo

_ q,.9—2

5 E tic
q:2

vt? 1
=2 1—tc
Ce qui prouve le premier point.
(2) Soit y>0et0<t<1/c

IA

(9) P(S>y) <e Wvsl) < e—ty+§ﬁ.

Posons h(t) = ty — % 1_1tc il s’agit d’optimiser en ¢t € [0,1/c| cette expression. Ce n’est pas

difficile, mais il faut bien s’y prendre. Posons u = ¥ (ie y = “ La fonction h se réécrit
simplement
uvt vt?
h(t)y= — — —.
®) c 2(1 —ct)

On divise par v et on cherche les zéros de la dérivé par rapport & ¢, on tombe sur ’équation

u t ct?
c l1—ct 2(1—ct)?
On multiplie tout le monde par 2(1 — ct)? pour obtenir aprés simplification
Py 227u =0
c A1+ 2u)
Il est facile de voir que la racine du discriminant vaut

2
VA- 2
cv14+2u

Ainsi la seule racine infériere a 1/c¢ est

0.

1 1
tr==(1- —— .
(-7mm)
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On réinjecte dans h et on trouve

2
Ao (1 1
hery=v | L (1- ———) - T2 (1 i)
c2 V1+2u 2¢2
v
_thl(u>

La fonction h; est définie pour u > 0 par
hi(u) =1+u— V14 2u.
On réinjecte tout ¢a dans I’équation (9) pour obtenir

P(5>y) < exp (—5m(D)).

L’inégalité

P (S > \/ﬂqLco:) < exp (—x)

s'obtient en inversant la fonction h;(u). Son inverse est simplement k' (t) =t 4 /1.

|
Remarque 4.6. (1) On trouve parfois linégalité de Bernstein sous la forme équivalente
v c
P(S > y) < exp (—5hi(D)).
c v
(2) On peut voir que pour u > 0,
2
u
h < —.
(W) < 30
Sous les méme hypothéses que le théoréeme précédent on obtient alors
t2
P(S>y) < —_— .
(5=9) < exp( 2(v+ct)>
|

5. APPLICATION AUX INDICES DE SOBOL

Les résultats de cette partie sont issus du travail de Gamboa, Janon, Klein, Lagnoux et Prieur [2].

5.1. Le contexte boite noire. On considére un modéle de régression de la forme
(10) Y =f(X):=f(X1,...,X,).

Ici Y € R et les X; pour i« = 1,...p, sont des objets aléatoires indépendants (variables vecteurs,
processus, tout ce qu’on veut). On notera X; l'espace dans lequel vit X;. De plus f est supposée étre
une fonction déterministe et Y étre de carré intégrable non presque siirement constante (VarY # 0).
Un des objectifs de I’analyse de sensibilité est de déterminer les entrées qui ont de 'influence. Les
indices de Sobol permettent de quantifier cette influence.

Nous rappelons (sans rentrer dans les détails) leurs définitions. Donnons nous un sous ensembles ® de
I, :={1,...,p} : u. L’indice de Sobol fermé (voir [5]) est défini par

S Var(E(Y'| X, € u))
o Var(Y)

3. Prenons par exemple p =4 u := ({2,3})
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5.2. L’estimation S par une méthode de Monte Carlo : la méthode pick freeze. En pratique
la fonction f n’est pas connue et on ne dispose donc pas de valeurs pour les indices de Sobol, il est
donc naturel de vouloir les estimer. Pour X et un sous-ensemble v de I, on pose XV le vecteur tel
que XY =X, ificvet XY =X/sii¢von X/ est une copie indépendante de X;. On pose alors

YVi= f(XV).
Le lemme suivant permet de réécrire ’espérance de la variance conditionnelle en terme de covariance

(voir [3, Lemma 1.2]).

Lemma 5.1. Pour tout u C I, on a

(11) Var(E(Y|X;,7 € u)) = Cov (Y, Y").

Cette représentation conduit a I'estimateur de type moment

LYY = (v XY (3 XV
5 .
v LY - (7 V)
Remarque 5.2. [l existe un estimateur du méme style un peu meilleur présenté dans [3]. Nous ne le

présenterons pas ici car la méthode pour obtenir les inégalités de concentration est la méme que celle
que l’on va présenter (les calculs sont juste un peu plus lourd).

(12) SN.a =

Il est clair que cet estimateur converge presque stirement vers 1'indice de Sobol. Comme dans le monde
réel, on ne peut faire qu'un nombre fini d’expérience, il est raisonnable de vouloir quantifier la distance
entre I'estimateur et le vrai indice de Sobol.

Les différences avec les paragraphes précédents sont les suivantes

(1) L’estimateur considéré n’est pas une somme de variables indépendantes.
(2) L’estimateur est biaisé.

Notation
On notera V' := Var(Y'). On rappelle que la fonction h est définie pour tout = > —1 par

h(z)=(142)In(l +z) — z.
5.3. Inégalité de concentration pour Sy . On introduit les variables aléatoires
U =YY — (S& £ y)(Ya)? et J;7 = (S8 +y)Yi — V"
on note Vi (resp. V;;, V; and V) le moment d’ordre 2 des variables U™ (resp. U; , J;" et J.).

Théoréme 5.1. Soit b > 0 et y > 0. On supose que toutes les variables Y; et Y*appartiennent a
[—b,0]. Alors

(13) P (Sy.c1 > SE +y) < My +2Ms + 2Ms,
(14) P (Sy,c1 < SE —y) < My +2Ms + 2Ms,
ol
Mlzexp{—]\;‘;a_h<€iy;/>} Msz = exp 7N‘;5b2h biU_F yV)}
U U i bV; 2

_ NV b [yV NV, . [ by yV
M2—6Xp{_b2h (V 2)} M4_exp{ bQUUh<VU_2)}

N —1,2
M{ gbh(bl;f_./y;)}
U J

Démonstration. On commence par remarquer que Sg, et S¥ o, sont des quantités invariantes lorsque

et by = b*(14 S& +v).

Pon translate les variables Y et Y™ par des constantes, on peut donc supposer (sans pertes de géné-
ralité) que Y est centrée.
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(1) Il est clair que U;" et U; sont majorées par by, J; et J; par by /b, de plus
EU ) =-yV  E(J)=0
E(U; ) =yV E(J;)=0
et
VUi = Var(YY") + (58 + y)?Var(Y?) — 2(Sg £ y)Cov(YY™,Y?) + V2
Vit = (S8 £9)” + DV — 258 £4)Cu.
(2) Preuve de (13). Comme
{a+b>c}c{a>c/2yUu{b>c/2} et {ab>c} C {la] > e} U{lb| > c}

on a

15
P (SN =S8 +y) = ]P)<NZZ ’ 3 ZS&er)

IN
=
A~
1=
=

+
=
d
-
v
=

‘@

N——

+

=
PR S
WE

[

Vv

=
B
SN—

L’inégalité (13) est alors une quintuple application directe de I'inégalité de Bennett.

(3) Preuve (14). De la méme maniére on a

N
P(Syc <S&—-y) = P <1 ' (U7 +E(U7)) + (=Y n) Iy > yV)

IA
=
(\
z
T
=
_|_
=
S
v
2‘@
S
N—————
_|_
g
—
[]=
=
v
=
<
=
N———

L’lineqgalité (14) est alors une quintuple application directe de I'inégalité de Bennett.
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