Université Paul Sabatier Année 2013-2014

L2 PCAV EXAMEN DE MATHEMATIQUES DU 16/12/2013

Durée : 2h00
Aucun document et aucune calculatrice ne sont autorisés.
Les résultats des calculs seront simplifiés et laissés sous forme de fraction et puissance.
Il sera tenu compte de la rédaction.

Exercice 1. On considére, dans I'espace vectoriel R3, les vecteurs v; = (1,0,1},
Vg = (2, 3, —-1)} Ug = (—1, '—6, 5) et vy = (0, 0, 1)

(1) La famille {v;, 2} est-elle libre ? Si oui, donner la dimension du sous espace vec-
toriel F' engendré par {v;,v2} puis identifier F.

(2) Ecrire vs comme combinaison linéaire de v; et vs. En déduire que la famille
{v1,v2,v3} n'est pas une base de R3.

(3) La famille {v1, v2,v4} est-elle une base de R3?

Exercice 2. Pour un certain type d’ampoules, la durée de vie en heure est une variable
aléatoire X dont la loi de probabilité admet une densité f définie par :

0 sit<O,
e = {te-b* sit>0,

ol b est une constante strictement positive.

(1) Pour z > 0 calculer I'intégrale f te vdt.
0

+00
(2) Montrer que l'intégrale généralisée /0 te~"dt converge et calculer sa valeur.

(3) En déduire la valeur de b pour que f soit une densité de probabilité.
(4) Donner la fonction de répartition de X.

(5) Calculer la probabilité pour qu’une ampoule fonctionne toujours au bout de 1501
heures sachant qu’elle fonctionne toujours au bout de 1001 heures.

(6) On considére un autre type d’ampoules dont la durée de vie en heure suit une
variable aléatoire Y de densité g définie par

0 sit<O,
olt) = {e-t it 0
+o0
Caleuler (f # g)(z) = L  f(t)g(z—t)at.

(7) On suppose que X et Y sont indépendantes. Quelle est la densité de la somme
X+Y?

Tournez la page —



Exercice 3. Dans une population, la probabilité qu'une personne demande & étre vac-
cinée contre la grippe est p = 0,1 . On constitue, dans cette population, un échantillon
de n individus et on note X la variable aléatoire comptant le nombre de personnes de
’échantillon qui demandent & étre vaccinées,

(1) Quelle est la loi de X ?

(2) Pour n = 10 calculer la probabilité que trois personnes (exactement) demandent
3 &tre vaccinées et la probabilité qu’ au moins deux demandent & &tre vaccinées

(3) On suppose maintenant que n = 10000.
a) Donner I'espérance et la variance de X.
) " SPPOIR . , _
(b) Montrer qu’on peut eppresermes X par une loi normale (qu’on appelle aussi
X pour la suite). Donner ses parametres .

On note U la loi normale de parametres 0 et 1 et Fiy sa fonction de répartition.
On donne Fy(1,96) = 0,975 et Fy;(0,8416) = 0,8

(¢) Calculer P(941,2 < X < 1058, 8)

(d) Calculer z tel que P(X < z)=0,8

() Pour des raisons de conservation limitée des vaccins, le nombre de vaccins dis-
ponibles pour servir cet échantillon de 10000 individus est limité & une valeur
Tim qui correspond au nombre maximal de personnes qu’on peut vacciner.
On appelle R le risque de ne pouvoir répondre & une demande massive de

vaccinations. Quel nombre zy;,,, de vaccins faut-il prévoir pour que le risque
R soit égal & 1%? (On donne Fy(2,33) = 0,99)
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