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Examen Mars 2010. :

te—nt

Exercice 1. On pose pourn > 2 ett € R : f,(t) = 1 .
ogn

(1) Préciser le domaine de simple convergence de la suite de fonctions (f,), ainsi que sa
limite.
(2) Montrer que la suite de fonctions (f,)n converge uniformémement sur R, .

(3) Etudier la simple convergence de la série de fonctions F(x) = >, f.(x).

o] 1
n=2 nlog(n) *

(4)(a) Calculer pour x > 2 Uintégrale [; tlo”g(t) et en « déduire » la nature de la série

(b) La série de fonctions F(x) =3 ", fa(z) est-elle normalement convergente sur R, ¢
(5) Montrer la normale convergence sur tout [a,b] (0 < a < b < +00).
(6) Sur quel plus grand intervalle sommes nous assurés de la continuité de F ¢
(7)(a) Montrer que pour tout N >3 et x >0 :

N—-1 [oe] —Nz
x e
F < n n S n ’ :
|F(2)| < ;f(fc) + gf(w) ;f( N gty 1=
1
(b) Montrer que pour tout N > 3 : lim,_,o, |F(z)| < log(N)’

(¢) Montrer que F est continue & [’origine.

(8) Montrer que la série de fonctions G(x) = > 7, fr(x) est normalement convergente sur
tout intervalle [a,b] (0 < a < b < +00).

(9) Que peut-on en déduire quant & la dérivabilité de F ¢

(10) On s’intéresse ici a la dérivabilité de F' a l'origine.

N
F —nx
(a) Montrer que pour tout N >3 et x >0 : ‘ (xx) > ; l(fg(n)
o .| F(x) |
(b) En déduire que xlg& . > ; og(1)’
(¢) Conclusion ?
0o O ) 1
(11) Montrer que/o 2 fo(z)dx = ; Zlog(n)’

Tournez la page SVP



1
dt
Exercice 2. On pose pour n € N : a, = / )
o 141t
(1) Montrer que la suite de fonctions (f)n (ot fu(t) = 1+1tn) est simplement convergente sur

[0, 1] vers une fonction f que l'on précisera.
(2) Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].
(3) Montrer que la suite (a,), converge et préciser sa limite [.
(4) Montrer qu’il existe un réel o < 0 tel que

a 1
an:l+—+0(—), (n = +00).
n n

@ % @ Fin de 1’épreuve. @ % @



Examen Bis Mars 2011. :

Durée de 1’épreuve 2h, pas de documents, calculatrice, téléphone

les logarithmes sont népériens et on admet que fooo e~ du = ‘/77? et fo:l% = %2.
Exercice 3. On pose pour n € N* : q, = OOO %dt.

(1) Justifier la convergence des intégrales impropres.

(2) Par convergence dominée déterminer lim, . a, = I.

(3) Montrer que a, — | = —%ﬁ + \/iﬁ ou J sera donné sous la forme d’une intégrale.

Exercice 4. Soit f € €°(R,R), on pose f,(t) = |/ f2(t) + -

(1) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fp,)n-
(2) Montrer la convergence uniforme sur R de la suite de fonctions (f,)n.
. o0 _n2$2
Exercice 5. On pose pour x € Ry : f(x) =) " we .
(1) Montrer que f est bien définie.
(2) Montrer qu’il n’y a pas normale convergence sur R..
(3) Montrer qu’il y a normale convergence sur tout intervalle [a,b], (0 < a <b < 400).

(4) Qu’en déduire pour la continuité de f ¢

* . N
(5) Montrer que pour tout N € N* : f(1/N)>>""_,
(6) [ n'est est-elle continue a l'origine ?

(7) Montrer que pour tout n > 1 et tout x > 0 : f:_l re ' dt > re > f:H re T dt.

o—n2/N?
N

(8) En déduire que pour tout x >0 : \/TE > f(x) > [ e~ du.
(9) Montrer que f est bornée sur R..

(10) f admet-elle une limite en 0 ¢

(11) Calculer [[° f(t)dt.

Exercice 6. (1) Calculer fab sin?(nt)dt, n € N.

(2) Eziste-t-il un intervalle [a,b] non réduit & un point sur lequel la suite de fonctions (f,(t) =
sin(nt)),, converge simplement vers zéro ?

(3) Méme question avec la suite de fonctions (g, (t) = sin(nt)),,.

@ % @ Fin de 1’épreuve. @ 4% @



Examen Février 2011. :

Exercice 7. Pour n € N on pose : f,(z) = 2"(1 — x) et g,(x) = na"(1 — x).
(1) Etudier la simple convergence des deuz suites (fy)n et (gn)n sur [0, 1].
(2) La suite (f,), est-elle uniformément convergente sur [0, 1] ¢
(8) La suite (gy), est-elle uniformément convergente sur [0,1] ¢

Exercice 8. On rappelle les formules vues en TD que ’on pourra admettre :

1 72 tk 1 &
Zﬁfg, Vil - L[ ¢ log(l—) == o, 1—%*27:.

k>1 k>1 k>0

(1) Apres avoir justifié la convergence des intégrales impropres, montrer que

/1/2 log(1 _t)dt: /1 lOg(t)dt
0 t 1 '

P
(2) Ezprimer chacune des deux intégrales en fonction de S:=_ ﬁ
n>1

P 1 7 log?(2)

(3) En déduire que ;W =5 g
. . x" 1 "
n>0 n>1 n>0

(1) Montrer que f est définie sur ¥ =R\ {—1,1} =] — oo, —1[U] — 1, 1{U]1, +o0|.

(2) La convergence est-elle uniforme sur [0,1] 7
(3) Montrer que f est continue sur ] —1,1].
(4) Montrer que x € 9 si et seulement si 1/x € 9.
(5) Ezprimer f(1/x) en fonction de f(x) pour tout x € 9.
(6) En déduire que [ est continue sur 9.
(7) Montrer que pour tout 0 < a <1 et |z| <a on a |f)(z)] < 2na"'.
(8) Montrer que f € €'(] —1,1]).
(9) Montrer que f est croissante sur [0, 1.
(10) Avec la question (5), montrer que f € €*(]1,+00[) et précisez ses variations sur |1, +00.
(11) Montrer que pour tout x €]0,1] : ﬁ < flz) < +=.
(12) En déduire la limite de f en 1_.
(13) Quelle est la limite de f en 1, ¢
(14) Quelle est la limite de f en 400 ?
(15) Esquisser le graphe de f sur R,



Examen Janvier 2012.

Exercice 10. (6 points) Soient f, : R — R. Répondre auz questions suivantes ou bien fournir
un contre-exemple, une représentation graphique du graphe de f,, peut parfaitement suffire.

(1) On suppose que la suite (f,), est simplement convergente sur R vers f.

(a) Siles f,
(b) Siles f,
R ¢

(¢) Siles fp
(d) Siles f,

sont croissantes sur R, f est-elle aussi croissante sur R ?

sont strictement croissantes sur R, f est-elle aussi strictement croissante sur

sont continues sur R, [ est-elle aussi continue sur R ?

sont bornées sur R, f est-elle aussi bornée sur R ¢

(2) On suppose que la suite (f,), est uniformément convergente sur R vers f.

(a) Siles f,

(b) Siles f,
R ?

(c) Siles f,
(d) Siles f,

sont croissantes sur R, f est-elle aussi croissante sur R ?

sont strictement croissantes sur R, f est-elle ausst strictement croissante sur

sont continues sur R, f est-elle aussi continue sur R ?

sont bornées sur R, f est-elle aussi bornée sur R ¢

Exercice 11. (11 points) On rappelle que ((2) =31 32 = %2 et ((3) = Yoy 5 = 1.2.

(1) A Uaide des sommes partielles 1 + x + -+ + 2™ = >, 2% montrer que Y 30, % = =
pour tout x €] — 1, 1].
(2) Montrer que pour tout x €] — 1,1[ : log(1 —z) = — [7 % = = >0, =

(3) Préciser (soigneusement) le domaine de définition de F( ) f t*log(t) log(1 — t)dt.
(4) Montrer que F' est continue sur | — 2, +00|.

(5) Montrer que pour tout x > —2 on a F(z) =3 -, m

1 3

(6) Montrer que Y -, kk” = limpy 400 Zk o

(7) Montrer que F(1 :fo tlog(t )log(l—t)altzl—@:1—7‘—2
(8) Calculer F(

Exercice 12. (/ points) Montrer que Uintégrale impropre |,
400 xdx _22 l)n

montrer que f

12

—1) et montrer que F(0 fo log(t)log(l —t)dt =2 —((2) =2 — %2_

+00  zdx
ch(x)

est convergente, enfin

ch(x) n=0 (2n+1

@ % Fin de ’épreuve Q@



Examen Bis, Février 2012. :

Exercice 13. (5 points) Soient f, : R — R. On suppose que la suite (f,), est simplement
convergente sur R vers une fonction f.

(1) Siles f,, sont croissantes sur R montrer que f est aussi croissante sur R.

(2) On suppose les f, strictement croissantes sur R, montrer a l'aide d’un exemple judicieu-
sement choisi que f n’est pas forcément strictement croissante sur R.

(8) On suppose les f, bornées sur R, et la suite (f,), uniformément convergente sur R vers
une fonction f.

(a) Montrer qu’il existe un entier ng tel que n > ng implique sup,cg | f(x) — fo(z)| < 1.

(b) Montrer que f est aussi bornée sur R.

Exercice 14. (10 points) Soit (f,)n la suite de fonctions définie sur R par f,(x) = nze "*".
(1) Etudier la simple convergence sur R de cette suite de fonctions.
(2) Montrer que la convergence de la suite (f,), n’est pas uniforme sur R.
(8) Etudier la simple convergence sur R de la série de fonctions > onso fn

(4) Montrer que la convergence de la série de fonctions EnZO fn n'est pas normale sur R.

(5) Etudier l'uniforme convergence de la série de fonctions S,y fu-

(6) En déduire que ), oo fn = [ est continue sur R*.

(7) Montrer que pour tout x>0 on a G(x) ==} -, A

l—e—?

(8) Montrer que G est dérivable sur R* avec G'(x) = —=2f(x) pour tout x > 0.

(9) Montrer que f n’est pas continue a ’origine.

Exercice 15. (6 points) Soit (f.)n la suite de fonctions définie sur [0, 1] par f,(z) = lénﬁ

(1) Etudier la simple convergence sur [0, 1] de cette suite de fonctions.
(2) Calculer I, = [ fa(t)dt.

(8) Caleuler la lim,, oo I,,.

(4) En déduire que la suite (f,), ne converge pas uniformément sur [0, 1].

(5) Donner une démonstration directe du fait que la suite ( f,), ne converge pas uniformément
sur [0, 1].

[ XY

@ % Fin de I’épreuve 4% @



Examen Bis Mars 2013.

Exercice 16. (5 points, cours) On considére une suite de fonctions (f,), de classe C' sur R
a valeurs dans R.

(1) Donner la définition de : « la suite de fonctions (f,), est simplement convergente sur R
vers f ».

(2) Donner la définition de : « la suite de fonctions (f,)n est uniformément convergente sur
R wvers f ».

(3) Donner la définition de : « la série de fonctions ) est simplement convergente sur R
vers g ».

(4) Donner la définition de : « la série de fonctions ) est uniformément convergente sur R
vers g ».

(5) Donner la définition de : « la série de fonctions ) est normalement convergente sur R
vers g ».

(6) A quelle condition peut-on affirmer que que la série de fonctions g =) f, est de classe
Cl sur R 2

Exercice 17. (15 points) On pose fn(x) = reR,, neN.

1133
a2
1)(a) Montrer que la suite (f,), converge simplement sur R

_l’_

(b) Etudier les variations de f,, sur Ry en déduire que supg, |fn(2)] = fu (w [ 5 3>

(¢) La convergence est-elle uniforme sur Ry ¢

2)(a) Montrer que la série de fonctions fn est simplement convergente sur Ry vers un
n>0 +
polynome [ que l'on explicitera.

(b) La convergence de la série de fonctions ), - fn est-elle uniforme sur R, ?

(3) On pose maintenant F,( fo fo(t)dt, x € Ry, n e N~
(a) Montrer que la suite (Fn)n est simplement convergente vers la fonction nulle sur R,.
(b) Montrer que F, est croissante sur R, .

(¢) Déduire des deuz questions précédentes que la suite (F),), est uniformément convergente
sur [0, a] pour tout a > 0.

(d) Pour quels entiers n l'intégrale fR fa(t)dt est-elle convergente ¢

(e) Montrer que pour tout
+o00o
n>3 x>0 :0<F,(x)< fn() = (1)+/ fn(t)dt < +o0.
1

Montrer que f, < 2n 5 pour tout t > 1.
Z
(9) En déduire que pour n >3 : 0 < Fy(z) < Fo(1) + 5.

(h) La suite de fonctions (F,), est-elle uniformément convergente sur R, ¢



Examen Mars 2013.

Exercice 18. (5 points, cours)

(1) Reproduisez sur votre copie le tableau ci-dessous et dans la seconde ligne indiquez les
(douze) implications ou non implications entre les différents modes de convergence d’une
série de fonction (uniforme convergence(UCV), absolue convergence (ACV), normale conver-
gence (NCV) et simple convergence (SCV)). La premiére case a été remplie a titre
d’exemple, c’est probablement incorrect...)

UCV [NCV |UCV]SCV [UCVSCV
YWY 27 272 22 | 77| 77

NCV ACV |ACV | NCV | SCV |ACV

(2) On considére une suite de fonctions (fy)n continues par morceauz, intégrables et simple-
ment convergente sur R. Donner une condition suffisante pour que lim,,_, fR fa(t)dt =

Jo limy o0 fu(t)d.

(3) On considére une suite de fonctions (f,), continues par morceaux et intégrables sur R.
Si la série de fonctions ) f, est simplement convergente sur R, donner une condition

suffisante pour que Y7 -, Je fa(t)dt = [ > n>0 Jn(t)dE.
fult) = (atne” ") (@ +1)

er+n

Exercice 19. (6 points) On pose pour n > 1 et v € Ry
(1) Etudier la simple convergence sur Ry de la suite de fonctions (fy)n-
(2) Montrer que f, € L'(R.) pour tout n € N*.
(3) On note f =1lim, f,. Montrer qu’il existe une fonction g € L'(R,) telle que
Ve eRy o |fulz) = f(@)| < g(x).
(4) Montrer que lim,,_, ;. fR fa(t)dt = 7.

Exercice 20. (11 points) Soit f(z) = 0+°° m(ﬁ;tz dt.

(1) Déterminer (soigneusement) le domaine de définition 9y de f.

(2) Montrer que f est continue sur Dy.

(3) Montrer que f est dérivable sur R*.

(4) Décomposer en éléments simples la fraction m pour tout x € R*\ {£1}.

(5) En déduire une expression simple de f'(x) pour tout x € RY \ {£1}.

(6) Calculer f'(1) et f'(—1) en justifiant vos affirmations.

(7) Ezpliquer pourquoi f ne peut étre dérivable a lorigine (citer proprement le résultat de L1
que vous appliquez).

(8) Montrer qu’il existe une constante C' telle que f(x) = wln(1 + |x|) + C pour tout x € R.

(9) En écrivant f(0) = O+°O 211152 dt = 01 21121?; dt + f+oo 2112 dt montrer que f(0) = 0.

(10) En déduire C et esquisser le graphe de f sur R.
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Examen Mars 2014. :

sin(x™) 1
xn 1+ 22
(1) Montrer que la suite de fonctions (f,), est simplement convergente sur R7.

Exercice 21. (5 points) Pour n € N et x € R%. on pose f,(x) =

(2) La convergence peut-elle étre uniforme sur R ¢

° sin(x” dz
(8) Justifier la convergence des intégrales impropres I,, := / (2") T
0 " z

(4) Montrer que la suite (I,), converge et préciser sa limite.
(="
r+n’

(1) Montrer que la suite de fonctions (f,)n est simplement convergente sur R, vers la fonction
nulle.

Exercice 22. (15 points) On pose pour n € N et x >0 : f,(x) =

2) Montrer que la suite de fonctions (f,), est uniformément convergente sur R* wvers la
(2) q g "
fonction nulle.

(8) Montrer que la série de fonctions ano fn est simplement convergente sur R%.. On notera
maintenant F(x) =3 oo fu(z), (x> 0) sa somme.

(4) Montrer que F(x) > 0 pour tout x > 0.

(5) Montrer qu’il n'eziste de réels 0 < a < b lels que la série de fonctions ), -, fu soil
normalement convergente sur le segment |a, b].

(6) Montrer que la série de fonctions ano fn est uniformément convergente sur R? .
(7) Montrer que F est continue sur R .
(8) Montrer que F est de classe C* sur R
(9) Montrer que F'(z) < 0 pour tout x > 0.
(10) Soit x > 0. Donner une expression simple pour F(x + 1) + F(x).
(11) Montrer que pour tout x >0 : 0 < F(z) < 1/x.

r—1

1
t
12) Montrer que ['intégrale G(x) := dt est bien convergente pour x > 0.
t+1
0

(13) Montrer que pour tout x >0 : G(x) + G(x + 1) = 1/x.
(14) Montrer que pour tout x >0 : 0 < G(z) < 1/x.
(15) On pose H(z) = F(x) — G(x). Montrer que H est 2-périodique et lim, ., H(z) = 0.

—1)" 1
(16) Montrer que pour tout x >0 : Z u = /
0

tm—l

——dt.
t+1

T n
n>0 +

(17) Montrer que F(x) ~ 1.

z—04 x
(18) Montrer que pour tout x > 1 : F(x)+ F(x 4+ 1) <2F(x) < F(z) + F(x — 1).
(19) En déduire que F(x) ~ 5.

z—r+oo 2T

(20) Esquisser le graphe de F sur R? .
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Examen Bis Mars 2014. :

Probléme : (20 points) On pose pour n € N* : f,(x) = exp(—zv/n).
(1) Montrer que la suite de fonctions (f,), est simplement convergente sur R .
(2) Montrer que la suite de fonctions (f,), n’est pas uniformément convergente sur R .

(3) Montrer que la série de fonctions > n>1 fn est simplement convergente sur R%. On notera
dorénavant F'(z) =) -, fo(x) sa somme pour x > 0.

4) Montrer que F'(z) > 0 pour tout z > 0.
5) Pour a > 0, étudier la normale convergence sur [a, +oo[ de la série de fonctions > -, fn.

- . ; .
6) Montrer que la série de fonctions »_, -, f, n’est pas normalement convergente sur RY.

8) Montrer que F' est de classe C' sur R .

(
(
(
(
(
(

)

)

)
7) Montrer que F est continue sur R .

)
9) Montrer que F est strictement décroissante sur R .
)

(10) Soit z > 0 : Montrer que pour tout entier n > 1 : exp(—z+/n) > exp(—nz) et en déduire
que F(z) > % puis, lim,_,o, F(z).
(11) Montrer que pour tout n € N* et z > 0 :

n

/n+1 exp(—zVt)dt < exp(—xy/n) < / exp(—zv/t)dt.

n—1

(12) En déduire que pour tout x > 0 :
/ exp(—zvt)dt < F(z) < / exp(—zv/t)dt.
1 0

(13) A laide du changement de variables u = xv/t, en déduire que pour tout = > 0 :
—2+42/2? < F(z) < 2/2%

(14) En déduire un équivalent de F' en 0.

(15) F est-elle intégrable en 07

(16) Calculer [["|f,(t)|dt.

(17) Quelle la nature de la série de terme général fﬁoo | fu(t)|dt?
(18)

18) Montrer que F' est intégrable sur [1,+oo[ et exprime f1+°° F(t)dt sous la forme d’une
somme.

(19) En écrivant exp(z)F'(z) = 1+ -, exp(—x(—1++/n)) := 1+ G(zr), montrer que la série
de fonctions définissant G est normalement convergente sur [1,+oo[ et en déduire que
lim, ;o G(z) = 0.

(20) En déduire un équivalent de F' de +oo, puis esquisser le graphe de F.
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Examen Mars 2015. :

Exercice 23. (10 points). Soit a € R. On définit la suite de fonctions (fon)n sur Ry par :
fan(z) =2(1 4+ n%").

(1) Montrer que la suite de fonctions (fan)n converge simplement sur Ry vers une fonction
ho que l'on précisera.

(2) Déterminer les valeurs de o pour lesquelles la convergence uniforme sur R..

(3) A Uaide de la question précédente (i.e. sans calculer l'intégrale), déterminer la limite :

1
li anlT).
n—l>r-&{loo/0 f ’ (m)

(4) La question (2) vous autorise-t-elle d’écrire :

lim /0 " an(t)dt = /0 (bt 7

n——+o00

(5) Vérifier ou nier I’égalité précédente par un calcul direct.

(6) On pose pour n >0 : Gon(z) = fan(x) — ha(z).
(a) Montrer que la série de fonction ), ga, converge simplement sur Ry pour tout o € R.
On posera go, = Y., Gan-

(b) A Uaide de la question (2), montrer que la série de fonction )y gan converge norma-
lement sur Ry st et seulement si a < 0.

1 1
(¢c) Montrer que pour a <0 : / Zga(x)dx = Z/ Gan(z)d.
0 0

n>0 n>0

1 1
(d) Montrer que pour a <1 : / Zga(x)dx = Z/ Gan(z)dz.
0 0

n>0 n>0
Exercice 24. (10 points). Soit f : R, — R définie par :
1 o=+t
flz) = /o Wdt.
(1) Montrer que f est bien définie et continue sur R, .
(2) Montrer que f est de classe C' sur Ry et préciser f'(x) sous forme d’une intégrale.
(3) Montrer que 0 < f(z) < e™*, calculer f(0) et lim, . f(z).

(4) On note g Uapplication définie sur Ry par g(z) = f(x?). Montrer que (on pourra calculer
la dérivée du terme de gauche) :

g(z) + (/Ow e_tht)Q = /4.

(5) Déduire des questions précédentes la valeur de lintégrale de Gauss :

—+00
/ e dt = ﬁ
0 2

—xt?

+o0
(6)(a) Montrer que p(z) = / ﬁdt est définie et continue sur R, .
0
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(b) Montrer que ¢ est de classe C' sur R

(c) 1\7/’/13 déduire (avec (5)) que @ est solution sur RY. de ’équation différentielle y' (x)—y(x) =

eNE

Fin de I’épreuve.
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Examen Mars 2016.

On définit la suite de fonctions (f,,), sur Ry par : f,(z) =

1
rappelle enfin que : Z — =7?/6.

2
n>1

1

— >0, n>10On
n + n2x?

1) Montrer que la suite de fonctions (f,), converge simplement sur R, vers une fonction
g +
f que 'on précisera.

(2) La convergence est-elle uniforme sur R, 7

2016
(3) En déduire (i.e. sans calculer I'intégrale), la limite : hrf fn(z).
n—+00
(4) La question (2) vous autorise-t-elle d’écrire : lirf / fa(t)dt = / ?
n—-+00

(5) Vérifier ou nier I’égalité précédente en calculant explicitement / fa(t)dt

(6) Etudier la simple convergence de la série de fonction F(z Z fnlz
n>1
(7) La série de fonction F(x Z [n(z) est-elle normalement convergente sur R 7
n>1
est-elle continue sur !

(8) F est-elle conti RY ?

(9) Montrer que ) f, est normalement convergente sur tout intervalle [a, b] C RY.
(10) Montrer que F est de classe C* sur RY.
(11) Montrer que F est strictement monotone sur R*.

w2 w2 .
(12) Montrer que : m < F(x) < 622 Vo eRL.
(13) Donnez un équivalent simple de F'(x) lorsque z tends vers +o0.
(14) Montrer que F' est intégrable en +oo.
15) Mont tout n>1letz>0: f, < :
(15) Montrer que pour tout n > 1 et x fH(a:)_/n t—l—mQtQ—f()
o < dt 1 < dt

(16) En déduire que /1 Py < F(z) < 2 +/1 PEpTCE

(17) En déduire que
1

—2In(e) + (1 +2%) < Flo) < 7

—2In(x) + In(1 + 2?)

puis : F(x) ~o, —2In(x).
(18) En déduire que F est intégrable en 0.

(19) Donnez le tableau de variation de F' et esquisser le graphe de F' sur son domaine de
définition.

(20) Montrer que/0 / fo(t)dt = Z n3/2
n>1

n>1

Fin de I’épreuve.
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Examen Février 2017. :

Foo ,—at? +oo ) ﬁ
Exercice 1 (7 points) : Soit f: x r—>/ dt. Rappel : / e Vdt = Y—.
0o 1412 0 2
1) Montrer que f est définie, continue sur R, et vérifie 0 < f(z) < R pour tout x > 0.
2V

—2

e
——dv pour en « déduire » que
1402/ P 4

1 oo
(2) Montrer que pour tout x > 0 : f(x) = \/5/0
(3) Montrer que f est dérivable sur RY .
NZ3
SN

b
(5) En déduire I'existence de trois réels a, b, ¢ (que 'on précisera) vérifiant : f'(x) + — ~o, a.
T

(4) Montrer que f est solution de I'équation différentielle y(z) — 3/ (x)

(6) Donner le tableau des variations (en justifiant les limites aux bornes du domaines de f et
1) et esquisser le graphe de f.

(-1

Exercice 2 (15 points) : On pose pour x > 1l et n € N*: f,(x) = T
n(xn

(1) Montrer que la série de fonctions Z fn est simplement convergente sur |1, +oo[. On
n>1
posera dorénavant pour z > 1: F(z) =) o, fu(2).

(2) Existe-t-il un intervalle I C]1,+oo[ sur lequel la série de fonctions Z fn converge nor-
n>1
malement ?
(3) Montrer que la série de fonctions Z fn est uniformément convergente sur |1, 4+o0/.
n>1

4) Montrer que F' € €°(]1, +o0]).

(4)
(5) Etudier la limite lim F(x).
T—+00
(6) Montrer que F'(x) > 0 pour tout = > 1.
(7) Montrer que F(z) < @ pour tout = > 1.
(8) Pour x > 1 on pose : C' = Z (=" F(x) = ! +Z folz) = ! + G(x).
c~ In(n) In(z) " In(x)

(a) Montrer que lir{1 G(z)=C.

=14
(b) En déduire un équivalent de F'(z) lorsque x tends vers 1,.
(9) Montrer que F € €' (]1, +o0]).
(10) Montrer que F' est strictement décroissante sur |1, +oo.

(11) Esquisser le graphe de F.
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Examen Février 2018. :

1 2 1
Exercice 25. Rappel : ((2) = — = % On posepourn € Netx e R:  f,(x) = T
n n%x

>1
(1)(a) Montrer que la suite (f,)n est simplement convergente sur R vers une fonction f que
l’on précisera.
(b) En déduire sans aucun caleul si la convergence est uniforme sur R.

(¢) Caleuler || fo — flle = sup () = f(2)].

(d) Retrouver la réponse a la seconde question.

(e) Esquisser le graphe des fonctions f,, et f sur un méme schéma.

1

(2) On considére maintenant la série de fonctions F(x) = Z fulz) = Z T

n>0 n>0

(a) Préciser le domaine de définition P de F.
(b) Etudier la continuité de F sur son domaine de définition.

(¢) Etudier la dérivabilité de F sur son domaine de définition.

71.2

(d) Montrer que pour tout réel non nul x : 1 < F(x) <1+ el
T

N
1 o
(e) En remarquant que pour tout v >0 et N > 2 : F(x) > 1+ ; T a2 en déduire
lim F(z).
1’*}0+

(f) Donner le tableau des variations de F sur son domaine de définition en précisant les
limites de ' aux extrémités de son domaine.

(9) Esquisser le graphe de F sur son domaine.

+oo
(3)(a) Montrer que pour n > 1, lintégrale / fa(t)dt converge et préciser la nature de la
0

+o0
série de terme généml/ fu(t)dt.
0
+oo
(b) Montrer que pour n > 1, l'intégrale / fu(t)dt converge et préciser la nature de la
1

400
série de terme généml/ fu(t)dt.
1

+o00o
(¢c) Montrer que / F(t)dt diverge.
1

(d) Montrer que F(t) — 1 est intégrale sur [1,400].

oo oo dt artan(1/n)
(e) Montrer que/1 (F(t)—l)alt:/1 ; m:; —
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() 0 H(z) / e
mn pose pour xTr) = —_—.
b b 1 1 + $2t2

(a) Montrer que H est définie et continue sur R .

(b) Montrer que lim H(x)=0.
T——+00

dt
en déduire la limite lim H(x).

1/x
Mont P €l0,1[ - H(z) > e —
(¢) Montrer que Pour x €]0,1[ : H(z) > e /1 11 222 204

Fin de 1’épreuve.



