Du CapEM - Suites et Séries. 15/12/18.

1. VRAI-FAUX SUITES ET SERIES NUMERIQUES

Exercice 1. [VRAI-FAUX]. Les énoncés suivants sont-ils vrais ou fauz ?
(1) 0.9999...=1.
(2) La limite d’une suite réelle ou complexe convergente est unique.
(8) Soient (uy) et (v,) deuz suites réelles convergentes de limites respectives £ < ' ; alors, & partir d’un
certain rang : Uy < Up.
(4) Si f : N — N est une application injective, alors lim,, f(n) = +oo.

(5) Une suite arithmétique (an)y, vérifiant a1 + ag + -+ + ajo0 = 100, et a101 + a102 + - -+ + az00 = 200.
est de raison r = 0.1.

(6) Une suite d’entiers converge si et seulement si elle est constante & partir d’un certain rang.

(7) La suite (up)n 00 u, = sin(n) diverge

(8) On considére la suite de terme général a,, = (—1)""n, (n > 1). Alors la moyenne des 200 premiers
termes vaut W = —0.5.

(9) Si la suite (an)n est bornée, alors elle converge.
(10) Si les suites (an)n et (by)n divergent, alors la suite (a, + by), diverge aussi.
(11) Si la suite (ay,), converge et la suite (by,), diverge, alors la suite (anby,), diverge.
(12) Silim, a,b, =0 alors lim,, a,, = 0 ou lim, b, = 0.
(13) Si (ayn)n est une suite non bornée de réels positifs, alors lim,,_, . a, = +00.
(14) Une suite a termes positifs qui converge vers 0 est décroissante & partir d’un certain rang.

(15) Si une suite de réels a une limite strictement positive, tous ses termes sont strictement positifs a partir
d’un certain rang.

(16) Si (uy)n converge vers un réel £ alors (uap)n €t (Uant1)n convergent vers L.

(17) Si (u2n)n et (Uant1)n Sont convergentes, il en est de méme de (up)y.

(18) Si (u2n)n et (Uant1)n Sont convergentes, de méme limite £, il en est de méme de (uy)p.

(19) Soit (uy,) une suite complexe telle que (us2y), (u2nr1) et (usn) convergent, alors (u,) converge.
(20) Une suite (uy,), réelle telle que (usgy, ), converge est convergente.

(21) Une suite (uy,), réelle croissante telle que (usy,)n converge est convergente.

Contre-Exemples : 1. Proposer un contre-ezemple pour chacune des propriétés suivantes :
(1) Sila suite (ap,), est non bornée, alors lim, |a,| = +oo.
(2) Sila suite (an)n est bornée, alors elle converge.
(8) Siles suites (an)n et (by)n divergent, alors la suite (a, + by), diverge aussi.
(4) Sila suite (an,), converge et la suite (b,), diverge, alors la suite (anby), diverge.
(5) Silim,, a,b, =0 alors lim,, a,, = 0 ou lim, b, = 0.
(6) Silim, a, =0 alors ) a, converge.
(7) Silim, na, =0 alors ), a, converge.
(8) Siy, a, ety b, convergent, alorsy . anb, converge.
(9) Siy, an ety b, divergent, alors ) a,b, diverge.
(10) Si )", a, ety b, divergent, alors ), (a, + b,) diverge.
(11) Si )", a, converge ety by, diverge, alors Y a,b, diverge.
(12) Si )", a, converge et si la suite (by), est non bornée, alors y_, anb, diverge.
(13) Si )", a, ety by divergent et a, < ¢, < b, pour tout n, alors ), c, diverge.
(14) Si a, > 0 pour tout n et lim, a, =0, alors >, (—1)"a, converge.
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2. SUITES NUMERIQUES

Exercice 2. Soit (r, = pn/qn)n une suite de rationnels qui converge vers x & Q. Montrer qu’alors lim,, |g,| =
+o0.

Exercice 3. Soit f : N — N une application injective, montrer que lim,, f(n) = +oo.

Exercice 4. (1) Soit (upn), C R une suite convergente de limite | € R. On pose v, = u, — | et on suppose
qu’il existe a € R tel que
lim vy, — vy =A#0.

n—oo
Montrer que

Q=

Up —1 ~ (nA)=.

n—oo

(2) Application : Soit la suite définie par 0 < ug <1 et pour n € N, u,y1 = sin(uy,), justifier la convergence
de (un)n et déduire de ce qui précéde que u, ~ \/g
n— 00

Exercice 5. On considére les deux suites (uy,) et (vy,) définies par
Up +V
ug =3, VnéeN, un+1:% et v, = —
(1) Calculer uy,us,vo,v1 et vo sous forme de fraction irréductible.
(2) Montrer que pour tout entier n, u, >0 et v, > 0.
(8) Montrer que pour tout entier n on a

1
(up, — vn)z.

(un, + ”un)2 —28 = (uy, — vn)z, PULS Upt1 — Vpt1 = 1
Up+1

(4) En déduire que pour tout entier n, u, > vy,.

(5) Etudier la monotonie de chacune des suites (uy,) et (vy,).

(6) (a) Montrer que pour tout n > 1, u, > 2.
(b) En déduire que pour tout entier n, Upi1 — Vpi1 < 15 (up — vn ).
(¢) Montrer que pour tout entier n, u, — v, < 102%,1. En déduire la convergence et la limite de la suite

(U, — vp)-
(7) Montrer que les suites (uy) et (v,) convergent vers la méme limite. Déterminer cette limite.
(8) Déterminer une valeur approchée rationnelle de /7 a 1073 preés.
Exercice 6. On définit la suite (uy,), par ug =5 et upt1 = up + 1/uy, pour tout n € N.

(1) Montrer que (uy), est strictement monotone.

(2) Montrer que lim,, u,, = +00.

(8) Montrer que pour toutn € N : uZ | =2+ u? + 1/u2.

(4) Montrer que pour tout n € N* : u2 :254'2”"'1713"'1%{ NE -

(5) En déduire que u, > /25 + 2n pour tout n € N*.

(6) On pose f(t) = ﬁ, dé déduire des questions précédentes que u2 < 25 + 2n +
FO + @)+ -+ fn).

(7) Montrer que u? < 25+ 2n + ff;l f(t)dt.

(8) Montrer que pour tout n € N : /25 4+ 2n < u, < \/25 + 2n + log 2”2"523.
(9) Montrer que 45 < u1ppo < 45,1.

onner un équivalent de u,,.
10) D Squivalent d

Exercice 7. Soit a > 0. On définit la suite (un)n>0 par ug un réel vérifiant ugp > 0 et par la relation

1 a
Un+1 = 5 Up + — | -
Un,

On se propose de montrer que (u,) tend vers \/a.
BTEX 2 6 décembre 2018
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(1) Montrer que
un+12 —a=

(2) Montrer que sin > 1 alors u, > \/a puis que la suite (up)n,>1 est décroissante.
(3) En déduire que la suite (u,) converge vers \/a.

(4) En utilisant la relation un1% —a = (upt1 — Va)(uns1 + v/a) donner une magjoration de u,+1 — v/a en
fonction de u,, — +/a.

(5) Siup —+/a <k et pourn > 1 montrer que

e M(zf)w'

(6) Application : Calculer \/10 avec une précision de 8 chiffres aprés la virgule, en prenant ug = 3.

4
Exercice 8. Montrer que lim — Z ApAx = —, ou Ay, ..., A, sont les sommets d’un polygone régulier inscrit
n—oo N ™

dans le cercle unité.

n
Exercice 9. On pose pourn > 1 : u, = Z T k . Montrer que la suite (u, ), converge vers 3/8.
(n

k=1

l\'>\3

3. SERIES NUMERIQUES

Exercice 10. Déterminer la nature (convergence, convergence absolue) des séries :

= (=" X (=) X 2.4-6---2n
Z(—l)"sm(( n) )’ Z (ln(rz)’ Z oo

;2 Zln ) n%:z(—l)"na (m(Zi))ﬁ Zl ( \/77;) )

1
Exercice 11. On consideére la suite (ay,), définie par a, = / t"\/1—t2dt, n €N,
0

(1) Quelle est la nature de la série Z (=D ay, ¢

n>0
V1—+¢2 toovi-12
(2) Pour n > 1 montrer que S, = Fap = / dt + (—1)"+1/ t" dt.
k 0 1+t 0 1+t
V1—t2 1
(8) Montrer que pour toutn >1 : 0 S/ t" dt < .
LV —¢2 ™
En dédui -1)"a, = dt == — 1.
(4) En euzrequeZ( Ya / 11 5

n>0
(5) Montrer qu’il existe une fraction rationnelle R vérifiant a,, = R(n)an—2, Yn > 2.

(6) Montrer que an, ~ an_1.
—+oo

(7) Montrer que la suite de terme général n(n + 1)(n + 2)apan—1 est constante de valeur C' > 0.

(8) En déduire que a, ol puis la nature de la série Z G, -

n

n3/2

w/2
(9) Montrer que pour tout n >0 : ay = Wyt — Wy, 0T Wy = / sin™(0)d#.
0
BTEX 3 6 décembre 2018
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(10) Montrer que lim,, w, = 0.

7r
11) En dédui E n=—+1
(11) En déduire que a 2—|—

n>0
. L. P _ n (*Uk
Exercice 12. Convergence et somme de la série de terme général u, = 5 — >, _, Siaron =0 (on pourra
_ n+1 1 ¢2n+2
commencer par montrer que , = (—1) o Ta dt-).

. (—1)*
E 13. O (Ry= )
xercice n pose pour n € N : R B
k>n+1
(1) Montrer que lim, R, = 0.

—1)k
(2) Montrer que R,11 + R, = Z kEk—}—)l)
k>n+1
(-1
<)
(4) En déduire la nature de la série de terme général R,,.

(8) Montrer que R,, = +0(1/n?).

Exercice 14. Déterminer tous les polynomes P € R[z| tels que la série de terme général

14 5\ 1/15
15_ 1 n 3
w= (0=t ) P
a (n 14+5> (n)

converge.

Exercice 15. Soient a,b € R. Déterminer la nature de la série
Z (In(n) + aln(n+ 1) + bIn(n + 2)).
n>1

Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.
Exercice 16. (1) Quelle est la nature de la série de terme général a,, = 1/nln(n) ¢

(2) Calculer une primitive de x — 1/2%1n*(z).

(3) Pourn > 2 on pose a, = 1/nln’ S, =3"7_, aj. Montrer que la suite (S,), est croissante puis magorée.

(4) Montrer que la série de terme général a,, converge. On note S sa somme.

(5) Donner un encadrement de Ry, =3 )<, . ak

(6) Montrer que |S — S,| < 0.01 implique n > 1043,

(7) Donner une valeur approchée de S avec une erreur inférieure a 0.003.

(8) Quelle est la nature de la série de terme général a,, = 1/n®In”(n) (séries de Bertrand) ?
Exercice 17.

(1) Montrer que la série -, -, 1/(3n)! est convergente.

(2) Calculer pour tout entier k : 1+ j* + j2* ou j = exp(2in/3).

(3) En déduire que Y, -, 1/(3n)! = (e + 2e7 /% cos(v/3/2))/3.
Exercice 18.

(1) Montrer que pour tout entier n > 2 : nle = 2n! + g—: + g—,' +oo 4 Z—: + (nnT’I)' + D k>nio Z—,’

(2) Montrer que e =Y ,-, 1/k! & Q.

(3) Montrer que sin >4 :2n!+ 2 + g—,' + -4 2 est un entier pair.

(4) Montrer que pourn >2:0<3 7, .o Z—: < ﬁ

(5) En déduire la nature (DV, SCV, ACV) de la série de terme général a,, = sin(men!).
Exercice 19.

1 .
cos(logn) diverge

Exercice 20. Montrer que la série 3, -,
(1) en estimant somme sur des blocs ou le cosinus est > \/5/2
(2) A Udide de la formule ["' f(t)dt = f(n) + ["T (n+1— ) f(t)dt.
6 décembre 2018. Lassére Patrice : Institut de Mathématiques de Toulouse, Université Paul Sabatier, .
Ouéb page : https://perso.math.univ-toulouse.fr /lassere/
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DuCapEM - Devoir 4. 15/12/18.

A rendre au plus tard le 7 Janvier 2019.

Probléme 1. On va étudier dans ce devoir la constante d’Euler-Mascheroni :

v:= lim (1 + 1 +o 4 1 log(n)> = lim (H, —log(n))
n

n—+o00 2 n—+o0
ouw H, =1+ % 4+ -+ %, n > 1 est le n-iéme nombre harmonique.
(1) (existence de gamma, preuve classique). on pose pour n > 1 : a, = H, — log(n).
(a) Montrer que la suite (ay), est décroissante.
(b) Montrer que H, — 1 <log(n) < H, —1/n, n > 1.
(¢) Montrer que 0 < a,, < 1.
(d) En déduire que v eziste et 0 <y < 1.

(2) (existence de gamma, preuve plus sportive).
1/n n n
(a) Montrer que fl//n—i-l log(t)dt = n(n1+1) (log ((nﬂ)l ) - 1)

(b) Montrer que pour tout n > 1, il eziste — < c, < L tel que f1/ 141 log(t)dt = (l - —) log(cn)-

(¢) On pose b, := 1/nc,,. Montrer que lirnn bn =1.
(d) Montrer que e = b, (14 1/n)™.
(e) Montrer que 1 =log(b,) + nllog(n + 1) — log(n)].
(f) En déduire que H,, = log <b1bl/2b1/3 . bl/") +log(n+1) :=d, + log(n + 1).
(9) Montrer que la suite (d,), est croissante et d, <> p_, %
n déduire que v existe et 0 < v < w2 /6.
h) En dédui ] 0 6
existence de gamma, preuve trapézoidale).
3 st d trapézoidal
(a) En appliquant la méthode des trapézes, montrer que pour tout k > 2, il existe k — 1 < &, < k tel que
keoat 1 (1, 1 ) _ 1
fkfl t T2 (k + k—l) 663"

(b) En déduire que v eziste et v = 1 + ¢ D k2 é

. 1
E 4 >2: — SEICEIER
(¢) En comparant avec une intégrale, montrer que pour tout n > 12(n 1) k;ﬂ =172
(d) En déduire un encadrement de ~ en fonction de la constante d’Apery ((3) =3, -, .
(e) Retrouwver les équivalents des questions (5) et (6) a laide des estimations démontrées dans cette ques-
tion.

(4) (quelques formes intégrales de ).

1 —t oo —t
n 1-—
(a) Montrer que H, = fol %dt, (n>1). En déduire que v = / te dt f/ ert.
0 1

(b) Avec la question précédente, montrer que fooo e tlog(t)dt = 7.
(c) Montrer que fol log(—log(t))dt = —

(5) (accélération de la convergence) Dans cette derniére partie on montre qu’une légére modification
de a,, améliore notablement sa convergence vers v ; plus précisément si on pose b, = H, — log(n + %)
montrons que b, —y ~ 1/24n?.

(a) Montrer que by, — by,y1 = f(n) ou f(x) = _T}rl +log(z + 2) — log(z + 3).
(b) Montrer que pour tout x > 0 : m < —fl(z) < @.
(¢) En déduire que f(k) < m En écrivant by, —v = 3,5, b1 — by montrer que by, — 7y < iz
d) De méme montrer que b, — vy > —L et conclure.
72 2T
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Exercice 21. On propose dans cet ezxercice une preuve simple (Velleman, 2016) de la célébre formule d’Euler :

Pour tout n € N on pose :

(1) Calculer Iy et Jo.

(2) Montrer que pour tout n € N* :

(8) Montrer que pour tout n € N* :

(4) Montrer que pour tout n € N* :

I,

(5) En déduire que pour tout N € N* :

(6) Montrer que pour tout x € [0,7/2] :

(7) En déduire que pour tout N € N* :

(8) En déduire que pour tout N € N* :

(9) En déduire que :

BTEX

lim
N—+o00

N

1
O

n=

=) ol %
n=1

ii - _2J7N
el n2 6 IN
o< 7 sin(z)

- 2

s
0<Jn < Z(IN —Ing1).
7'('2[]\]
0< Iy < ———
=N =40@N +2)

2
et conclure.
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