Exercices corrigés
sur les séries de fonctions

1 Enoncés

Exercice 1 Montrer que la série
m.n
> ()"
n>1 "

est uniformément convergente mais non normalement convergente sur [0, 1]

Exercice 2 Etudier la convergence sur R, de la série de fonctions

{n_l siz=mn

Z fn(x)’ 011 f”l(m) = 0 Si T # n.

n>1

—a,.2,—nx

. = . L. . N 2
Exercice 3 Etudier la convergence sur R de la série de fonctions > fp, ot fp(x) = n~%x%e , Avec

a > 0.

Exercice 4 Etudier la convergence sur [0, 1] de la série de fonctions Y, < fn, 0t fn(2) = 2%(1 —z)",
avec o > 1. B

Exercice 5 Soit ), uy, la série de fonctions de terme général up(z) = 2" (1 — z), z € [0, 1].
(1) Calculer la somme S(x) de la série ) uy.

(2) La série est-elle uniformément convergente ?

Exercice 6 Soit ), u, la série de fonctions de terme général u,(z) = 2?(1+2%) ", z €R.
(1) Calculer la somme S(x) de la série ) uy,.

(2) La série est-elle uniformément convergente ?

Exercice 7 On considére la série de fonctions ) f,, avec

sin(2"x)

nT’L

fn(z) =
Montrer que > f, converge normalement sur R, puis montrer que sa somme est de classe €°°(R).

Exercice 8 Etudier la nature et, éventuellement, donner la somme de la série > u,, ou

w/2
Up 1= (—1)"/0 cos" x dx.



Exercice 9 On consideére la série de fonctions ), <, up(x), out

_n
n? + |z|’

up(z) == (=1)"

(1) Montrer que, si (a,) est une suite réelle positive croissante, alors, pour tout n € IN,

n

0< (=)™ (—1)*ax < an.

k=0

(2) Montrer que la série ) u, converge uniformément sur R. Converge-t-elle uniformément absolu-
ment ?

Exercice 10 On considére la série de fonctions ), <, fn, ol

T

fo(z) = w0+ %)’ x> 0.

(1) Etudier la convergence de cette série.
(2) Etudier la dérivabilité de sa somme S, notamment en zéro a droite.

(3) Montrer que S(x) — 0 lorsque x — 0.



2 Solutions

Solution de ’exercice 1 On a :

n
1
sup (—1)"11— =—.
z€0,1] n n

Or, 1/n est le terme général d’une série divergente (la série harmonique). La série de fonction considérée
n’est donc pas normalement convergente. Soit

n

fn(x)::%, nelN*, zel0,1].

Alors,
(i) pour tout z fixé dans [0, 1], f,,(x) décroit lorsque n croit;
(ii) la suite (fy,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1].

D’apreés le théoréme du cours sur les séries alternées de fonctions, la série Y (—1)" f,, converge unifor-
mément sur [0, 1].

Solution de I’exercice 2 Il est facile de voir que la limite simple de la série est la fonction

7! sizeN*
Fz) = { 0 sinon.
De plus,
N 1 .
T sixeN*et z>N+1
an(x) - )| = { 0 sinon.
n=1
Ainsi,
N 1
sup fulz) — F(zx)]= —— —0 lorsque N — oo.

La convergence est donc uniforme. Puisque |f,,| = fn, ce qui précéde montre aussi que la série converge
uniformément absolument. Reste a déterminer si la convergence est normale. On a :

1
sup |fn(z)| = —.
zeR n

Puisque la série Y n~! est divergente, la série Y, -, fn n’est pas normalement convergente.

Solution de I’exercice 3 La fonction f, est paire, de dérivée f/(z) = n~% "% . 2z(1 — na?). 1l est
alors facile de faire un tableau de variation de f,, duquel on déduit que

1 L1111
s o) = 52 () = = e

qui est le terme général d’une série convergente (série de Riemann). On a donc montré que la série est
normalement convergente, ce qui implique toutes les autres formes de convergence.

Solution de I’exercice 4 On procéde a ’étude de la fonction f,, dont la dérivée est donnée par

fala) = 2" (1= 2)" o — (n + a)z).



La fonction f,, est croissante sur [0,(n + a)~!] puis décroissante sur [a(n +a)~!, 1]. On en déduit

que
o « « a®
= — — < —
x?&fu [ Fnl@)] = fr <n+a> <n+a> (1 n+a> — no’

qui est le terme général d’une série convergente (série de Riemann). Il s’ensuit que la série est norma-
v i i Y .
lement convergente, ce qui implique toutes les autres formes de convergence

Solution de 1’exercice 5
(1) Pour z €0, 1],

ni::l:c”(l—x):(l—x) <§:0x”—1> :(1—x)<1im—1>:x,

De plus, la somme de la série est nulle si x = 0 ou = 1, de maniére évidente. En somme,

S(@:{ x six€|0,1],

0 siz=1.

(2) Chaque u, est continue sur [0, 1], mais la somme S n’est pas continue (en x = 1). La convergence
ne peut donc pas étre uniforme.

Solution de ’exercice 6
(1) Pour z # 0,

£U2 1 " 1
2 2
Z(1+x2)n <Z<1+$2> ) X ) 1

n=1 n=0 — 5
14+

De plus, la somme de la série est nulle si x = 0, de maniére évidente. Donc,

1 si 0
S(x):{ s%x;é ’
0 siz=0.

(2) Chaque u,, est continue sur [0, 1], mais la somme S n’est pas continue (en z = 0). La convergence
ne peut donc pas étre uniforme.

Solution de I’exercice 7 Il est facile de voir que
ula)] = =
sup )| = —,
z€R " n'

qui est le terme général d’une série convergente. On en déduit que > f,, est normalement convergente.
En calculant les dérivées successives de f,, on voit que

supl o) = (2]

zeR n

om ny\ 1/n om
(()) = — —0 lorsque n — oo,

n n



et la régle de Cauchy montre alors que ) supp ‘ fém)‘ est convergente, autrement dit, que > fﬁm)

est normalement convergente. Ceci étant vrai quelque soit m € R, on voit que F' admet des dérivées
continues d’ordre quelconque, c’est-a-dire, que F est de classe €°(R).

Solution de ’exercice 8 Pour tout x € ]0,7/2], f,(x) := cos™x — 0 lorsque n — oo. La limite
simple de la suite de fonctions (f,,) est donc la fonction f définie par

1 siz=0,

f(x):{ 0 sizelo,m/2.

Cette limite n’est pas uniforme car, pour tout n, supp /g |fn — f| = 1. Toutefois, il facile de voir que

fgr/Q cos™ x dz tend vers zéro lorsque n — oco. En effet, fixons € € |0, 7/2]. Il existe N € IN tel que

€
nZNﬁcos”ig

SR

Ainsi, pour tout n > N,

w/2 €/2 w/2
/ cos”:cda::/ Cos”:cda:+/ cos”xdxﬁi—i—E(E—E)SE.
0 0 e/2 2 T \2 2

Puisque € peut étre choisi arbitrairement petit, on a bien la convergence vers zéro de fow /2 cos™ z du.
La série Y u, est donc convergente, d’aprés le théoréme sur les séries alternées.

On remarque que la série de fonctions Y (—1)" cos™ z ne converge pas uniformément sur [0,7/2], ni
méme sur |0, 7/2]. On ne peut donc pas s’appuyer sur le théoréme permettant d’interchanger intégra-
tion et sommation. Toutefois, pour tout a € ]0,7/2[, la série > (—1)" cos™ z est normalement (donc
uniformément) convergente sur [o, 7/2], car

sup |(—1)"cos" x| =cos"a — 0 lorsque n — oo.
z€[a,m/2)

Ecrivons alors u, = v, + wy,, avec

6% 7'1'/2
Uy 1= (—1)"/ cos"xdxr et wy:= (—1)”/ cos" x dx
0 o

D’une part, le théoréme sur les séries alternées montre que Y v, est convergente, et que

0 «
Oézvnévoz/ dz = a.
n=0 0

D’autre part, puisque » (—1)" cos™ z converge uniformément sur [o, 7/2],

0 x/2 [ T2 1 o
an:/ Z(—l)”cos”x dIL‘:/ dx:/ du=1-tg—,
r o a 1+ cosz tg(a/2) 2

n=0
ou l'on a effectué le changement de variable

1—u? 2

ST dr=—2 du
T+uw2 Ty

T
u:tgi, COS T =

On obtient donc 'encadrement

o
1—tg%§2un§1—tg%+a,

n=0



et en faisant tendre a vers zéro, on voit que y >~ ju, = 1.

Solution de ’exercice 9

(1)

Posons A, := ZZ:O(—l)kak- Nous allons montrer par récurrence la propriété
(Pn) |Ap| = (=1)"A, et |A,] < ap.

La propriété () est trivialement satisfaite, puisque Ag = ag > 0. Supposons alors (£,,) vraie.
Ona: A, 1=A4,+ (=1)" a1, et donc

(_1)n+1An+1

anp+1 — (—1)”An

= ani1 — |4y [d"apres(22n)]

> ap — Ay [car (ay) est croissante]

> 0, [d’apres(22,)]
de sorte que |A,11] = (=1)""1 A, 41, et la deuxiéme égalité montre aussi que |A,11| < ang1.
Donc (Zn41) est encore vraie.
Etudions, pour z fixé, la fonction

9 Z/'—>2L (y = 0).
y? + |z

La dérivée est donnée, pour y € R, par

) = AV
‘ (v + [x])?

ce qui montre que la fonction g, est croissante entre 0 et \/|z|, puis décroissante entre \/m et
I'infini. On voit donc que u,(z) = (—1)"gx(n), ou la suite numérique (g,(n)), est décroissante a
partir du rang n = E(y/|z]) + 1. Iei, E(r) désigne commme d’habitude la partie entiére du réel r.
Le théoréme sur les séries alternées montre alors que > u,(x) converge simplement. Pour établir
la convergence uniforme sur R, nous allons montrer que le reste

Ry(z):= S (-1
" ;v n? + [z

tend uniformément vers la fonction nulle sur R lorsque N — oo, et pour cela, nous allons établir
que

1
sup |Ry(z)| < —.
sup [ ()] <

e Pour tout z tel que y/|z| < N, la suite (Jup(x)|)n>n est décroissante d’apres ce que nous
avons établi sur la fonction g,. Le théoréme sur les séries alternées montre alors que

1
| R (2)] < Jun(2)] < sup Jun(2))] = .
2R N

e Pour tout x tel que /|x| > N, nous avons, en posant M := E(\/|x]|),

M 00
Ry(@)=a+f avec a:= Y (=1)"|up(2)] et B:= D  (=1)"|un(x)|.
n=N n=M+1



Nous voyons que dans la premiére somme, c’est le terme d’indice M qui domine, car
(lun(z)|)n est croissante entre n = N et n = M, alors que dans la deuxiéme somme,
c’est le terme d’indice M + 1 qui domine, car (|uy,(z)|), est décroissante a partir du rang
n = M + 1. Plus précisément :

M—-N

M-N
a= Y (D" Fluypr@) = (DY Y (1F funsr(@)],
k=0 k=0

et comme la suite (|Junir(z)|)k>0 est croissante et positive jusqu'au rang k = M — N, le
point (1) montre que

M—N
0< (=DM NS (—DF Junr(@)] < Jun ()]
k=0
Il s’ensuit que
M—-N
M 1 1
al = (-1)M-N —1kuka <sup|lupy(z)|=sup —5—— = — < —.
la] = (=1) kzzo()|+()| r€R| ()| Ul T M SN

D’autre part, 5 = Rpr41(z), de sorte que

1 1
Bl = [Rarg1(2)] < [unrya ()] _ig]%!UMH(fE)\ Vil sw
ou la premiére inégalité provient du théoréme sur les séries alternées, puisque la suite

(lun(x)|) est décroissante & partir du rang n = M + 1. En remarquant que « est du signe
de (=1)™ et 3 est du signe de (=1)M*! on a :

R ()] = |+ 51 = llo] ~ I8l <

En résumé, on a bien montré que

1
sup |[Ry(z)| < N
zeR

ce qui entraine la convergence uniforme de la série > u, sur R. Enfin, la série ) u, ne converge
pas uniformément absolument : en fait, la série numérique > |u,(z)| ne converge pour aucune
valeur de !

Solution de 1’exercice 10

(1) On a:
n(1+ nz) —zn? 1

fnl@) = n?(1+ n2x)? - n(1+n?x)?’

La fonction f, est donc croissante sur R4, et son sup est sa limite lorsque  — oo :

x 1
:1' _— = .
A N = B )

On voit donc que Y f,, est normalement convergente sur R4. Chaque fonction f, étant continue,
la somme S est définie et continue sur Ry.



(2) Soit a > 0 quelconque. Pour tout > a
1 1
!
= < —
[ ) n(l+n2z)?2 ~ n(l+n2a)? = a®?nd

On voit donc que Y f; est normalement convergente sur tout intervalle de la forme [a, co[ avec
a > 0. Le théoréme sur les séries de fonctions continiiment dérivables montre que la somme S est

continiment dérivable sur RY et que, pour tout x € R,
o0

=> fu(@)
n=1

Etudions la dérivabilité a droite en zéro
1 > 1 1 [ 1
/ b ol / v
1 t(1+t2x) 2/, u(l+wu)

S() = 50) _ 5t _
x x n(l+n?x) —
n=1

= —1In
1+«

ott I'on a effectué le changement de variable u = t?z. Or
1 1
> du = [ln 4
1+u

| o= o
du = - = — 00
v u(l+u) PN I
(0))/z tend vers l'infini lorsque z — 0%, et la somme S n’est

T

u(l +u

lorsque z — 0. Ainsi, (S(z) —

donc pas dérivable en zéro & droite
e’} x _ co 1
n=1 n(l+n?z) — Zn:l n3)'

(3) xh_}rrgo S(x) = ((3), c’est-a-dire limg 00 Y
En effet,
-y L L. i T
:1n3+% n=1”6+%4

00
nz::l n(l+ n2
1 1
__Emﬂn&+§'
Cette derniére série est positive, convergente et de somme majorée par ((5). Ceci prouve que la

limite, lorsque = tends vers +oco est bien comme annoncé



