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Chapitre 1

Introduction

Ce manuscrit est consacré a une synthése des principaux travaux de recherche effectués
aprés ma thése (soutenue en décembre 2006).

Comme l’indique le titre du document, ces travaux sont en général (4 une exception prés sur
laquelle on reviendra en fin d’introduction) reliés d’assez prés a I’étude du comportement en
temps long d’un processus stochastique. Les problémes considérés vont de I’étude (motivée
par des questions d’optimisation ou de modélisation) de la stabilisation de certains types

de systémes hypoelliptiques & la convergence a 1’équilibre de systémes non markoviens en
passant par le probléme de I’approximation du régime stationnaire de tels systémes.

L’objectif de ce rapport est donc de présenter et de mettre en perspective les différents
thémes abordés ainsi que d’évoquer les diverses pistes de recherche relatives. La rédaction
choisie est plutét de type “auto-contenu”. Ainsi, bien que les commentaires et les quelques
esquisses de preuves soient plutdt informels, le rapport est a priori rédigé en vue d’une
lecture ne nécessitant pas de renvois trop fréquents aux articles associés.

Avant d’aller plus en détails, on propose ci-aprés une présentation générale relativement
succincte des thémes de recherche développés dans la suite.

Les thémes abordés dans le chapitre 1 ont en commun d’étre reliés & des processus de Markov
d’ordre 2. Plus exactement, il s’agit de modéles de diffusions d-dimensionnelles & mémoire
(dans le drift) qui, par transformations simples, peuvent &tre vues, comme des diffusions
2d-dimensionnelles markoviennes, dégénérées de type hypoelliptique.

Diffusions & gradient moyenné. Dans les deux premiéres sections de ce chapitre, basées
sur [A4] et [AB] (références données en page [BD), ’objectif est de présenter et d’étudier
certaines propriétés d’une version a temps continu d’un algorithme d’optimisation dit “de
gradient moyenné”. Initialement motivé par des expérimentations numeériques (voir e.g. [61]),
ce travail a pour objectif de tenter d’évaluer I'impact de l’injection de mémoire dans un
algorithme de type “descente de gradient” pour la recherche des minima (si possible globaux)
d’une fonction U donnée (coercive). L’idée retenue est de moyenniser le gradient sur le passé
(de maniére pondérée), ce qui permet de fournir de l’inertie déterministe & la particule
lorsqu’elle s’approche de ses minima locaux. A temps continu, ceci nous rameéne a 1’étude
d’un modaéle d-dimensionnel de la forme suivante :

I
dX; = — (Wt)/o k(s)VU(XS)d,S) dt + o(X;)dWr, (1.1)
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ol k est une fonction strictement croissante représentant la pondération choisie. En vue
d’un algorithme d’optimisation, il serait ici naturel d’imposer un coefficient de diffusion
dépendant de ¢ asymptotiquement évanescent. Néanmoins, une étude fine semble alors tech-
niquement difficile. Le choix est donc ici de considérer le probléme d’optimisation de maniére
“triangulaire” en s’intéressant successivement au comportement en temps long a o “fixé”,
puis en étudiant le comportement limite lorsque o tend vers 0. Ces deux objectifs coincident
en substance avec les thémes respectifs des deux premiéres sections.

Plus précisément, 1’'idée est dans un premier de temps de comprendre le comportement en
temps long en fonction de la mémoire injectée dans le systéme pour des fonctions U et o
données. Pour ce type de systéme, on met en avant un phénoméne de type transition de
phase. Sous des hypothéses de type Lyapounov, le systéme a des propriétés de stabilisation
en temps long si et seulement si la fonction £ a une croissance au moins exponentielle. Dans
ce dernier cas, on obtient des résultats de convergence de la mesure d’occupation ou en loi
de la diffusion vers un régime stationnaire. Dans le cas contraire, on montre que le systéme
explose & une vitesse explicite dans les cas simples.

Lorsque la pondération de la mémoire est exponentielle, i.e. lorsque k(t) = exp(At) (A > 0),
la diffusion associée & (I.ID est une diffusion homogéne hypoelliptique admettant, sous des
hypothéses raisonnables sur U et o, une unique probabilité invariante. Dans ’optique de
I’étude de l’algorithme de recuit simulé relatif & ce systéme, on cherche alors & montrer
que cette probabilité invariante se concentre sur les minima globaux lorsque le coefficient de
diffusion (supposé constant) tend vers (. Alors que la concentration sur les minima locaux est
quasi-évidente, celle sur les minima globaux requiert généralement un principe de grandes
déviations (PGD) pour la probabilité invariante (en “petit bruit”) dont la fonction de taux
associée doit étre bien identifiée. Dans la section 2, on établit donc ce type de résultat mais
le caractére généralement non explicite de la probabilité invariante rend ce type d’étude
difficile. Si I’obtention du PGD est possible sous des conditions raisonnables, 1’'identification
de la fonction de taux ou plus exactement du quasi-potentiel associé pose plus de probléme.
Via une étude fine du coiit nécessaire pour joindre deux minima de U, on réussit néanmoins
a obtenir des bornes pour des modéles double-puits permettant d’assurer la concentration
annoncée précédemment sous des hypothéses mettant en jeu la dérivée seconde de U et les
hauteurs de puits.

Modegle de bulle spéculative. Dans la derniére section de ce chapitre (basée sur [A13]), I’ob-
jectif est de proposer et d’étudier un modeéle simple de dynamique spéculative. Le principe
de la modélisation est de traduire mathématiquement le comportement spéculatif standard
qui consiste 4 tenter d’anticiper les prix futurs au vu des variations du prix passé. Comme
dans le cas précédent, ceci nous conduit & modé&liser 1’évolution du prix par une dynamique a
mémoire dans le drift, ce qui aprés transformation revient & étudier une diffusion gaussienne
2-dimensionnelle “tournante”, i.e. dont la matrice 2 X 2 relative au systéme déterministe a
des valeurs propres complexes. Aprés une “justification particulaire” de cette dynamique,
on se focalise sur une étude fine du temps de retour a un prix donné. Plus exactement, on
cherche & obtenir des bornes quantatives pour la persistance associée : en d’autres termes,
il s’agit de montrer que la queue de distribution de ce temps de retour est bornée par des
exponentielles dont on veut estimer quantitativement le paramétre. Une des contributions
principales de ce travail est de mettre en avant une quasi-proportionnalité de la persistance
vis-a-vis de la vitesse de rotation du systéme déterministe. La notion de persistance étant



fortement reliée & celle de mesure quasi-stationnaire, ce travail se termine par un résultat
d’existence de mesure quasi-stationnaire dans ce contexte. La question de 1’unicité pour
ce type de modéle reste un probléme ouvert et constitue un de mes travaux en cours (en
collaboration avec Jaime San Martin). Parmi d’autres, elle est en particulier abordée a la
fin du chapitre dans les perpectives de recherche.

Le chapitre suivant est consacré aux méthodes d’approximation du régime stationnaire de
processus de Markov, essentiellement présentées dans le cadre des diffusions.

Approximation fonctionnelle du régime stationnaire. Dans la continuité de mes derniers
travaux de thése, on s’intéresse dans un premier temps & la construction et & I’étude d’un
algorithme efficace d’approximation du régime stationnaire fonctionnel, i.c. de la loi du pro-
cessus ayant pour condition initiale la probabilité invariante de la diffusion. Ce travail fait
naturellement suite & 1’étude de procédures similaires pour l’approximation du régime sta-
tionnaire marginal, i.c. de la probabilité invariante elle-méme. A I’image de ces algorithmes
(voir la section “Etat de l’art” pour plus de détails), la procédure d’approximation du ré-
gime stationnaire fonctionnel est basée sur une suite de mesures d’occupation relatives au
schéma d’Euler de la diffusion, choisi de pas décroissant (lentement) vers 0 afin de gérer
simultanément les erreurs de discrétisation et de “temps long” inhérentes au probléme. Plus
exactement, ces mesures d’occupation sont des moyennes pondérées de masses de Dirac en
les trajectoires shiftées du schéma d’Euler. Dans la section 2 de ce chapitre (basée sur [A6]
et [A10]), on établit la convergence de ce type de suites de mesures empiriques, puis pour
une fonctionnelle F' fixée, on obtient un résultat de vitesse de type TCL (ce résultat sem-
blant également nouveau dans le cadre non discrétisé). La normalité asymptotique de cet
algorithme est enfin testée numeériquement sur le probléme d’estimation de prix d’options
barriére dans des modéles a volatilité stochastique stationnaire.

Un algorithme moins moyennisant. Construite en mimant la mesure d’occupation naturelle
du processus (au sens moyenne infinitésimale), la procédure précédente requiert une “si-
mulation de la fonctionnelle” & chaque pas de temps, ce qui peut s’avérer trés colteux. En
particulier, excepté une classe de fonctionnelles “agréables”, la complexité de la procédure
n’est pas linéaire. Dans la section 3 de ce chapitre (basée sur [A3]), on propose alors de
considérer un algorithme moins moyennisant dit “mixed-step” basé sur le calcul de la fonc-
tionnelle & des instants absolus notés n1’, n > 0 ou 7' est un réel strictement positif. En
notant que ce type d’alternative peut aussi avoir un intérét dans le cas marginal (lorsque que
le calcul de la fonction considérée est coliteux), la vitesse de convergence de cet algorithme
est étudiée dans les deux cadres : marginal et fonctionnel. Une des contributions principales
est alors de mettre en avant que cette modification n’affecte pas I’ordre de la vitesse op-

timale de convergence (en N~!/3

dans le cas marginal ou /N désigne le nombre de points
de discrétisation) et que la variance associée croit de maniére raisonnable (linéairement en
T). Aprés une discussion sur l’existence de solutions réguliéres a 1’équation de Poisson as-
sociée au probléme (condition inhérente & tous les résultats de vitesse de ce chapitre), on
termine cette section par la mise en oeuvre d’une méthode de type Romberg pour accélérer
la convergence. On montre en particulier qu’il est possible d’accélérer la convergence (en
N—2/5 dans le cas marginal) tout en préservant la variance de la procédure “mixed-step”
originelle si l’on a unicité de la probabilité invariante pour la diffusion dupliquée construite
avec des accroissements consistants (voir paragraphe suivant pour plus de clarté).

Confluence faible. La condition d’unicité ci-dessus constitue la motivation principale de la
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derniére section de ce chapitre (basée sur [A2]). Pour une diffusion admettant une unique
probabilité invariante v, on cherche & savoir si la diffusion dupliquée constituée de deux
copies (a priori couplées) de cette méme diffusion admet elle-aussi une unique probabilité
invariante. Bien que I’on aborde ce probléme de fagon relativement générale, la plus grande
partie de cette section est consacrée au cas ou les browniens sont consistants, ¢.e. lorsque
les browniens relatifs & chaque copie sont les mémes. Cette focalisation, liée & la condition
nécessaire a la préservation de la variance dans la méthode de Romberg décrite ci-dessus,
s’explique également par son intérét théorique. En effet, lorsque les deux copies sont iden-
tiques, le systéme est totalement dégénéré et les critéres d’unicité classiques ne s’appliquent
plus. En revanche, on remarque que, dans ce cas, il existe une probabilité invariante évi-
dente : vp == vo (z + (z,7))71, i.e. la loi d’une condition initiale (Xp, Xo) oit Xy ~ v. Du
point de vue “ergodique”, montrer que cette mesure invariante est unique revient & montrer
que la diffusion conflue faiblement, i.c. que ses trajectoires (issues de deux points distincts)
se rapprochent a I’infini dans un sens statistique. Aprés avoir montré que la confluence faible
(et souvent forte) est quasi-toujours vraie en dimension 1, on construit un contre-exemple
en dimension 2, puis une série de critéres de confluence faible basés sur un exposant de
Lyapounov non-infinitésimal. On montre enfin que ces critéres permettent de montrer la
confluence faible dans des cas non triviaux (tels que des “diffusions-gradients” associés &
des potentiels non convexes) et qu’ils peuvent &tre reliés & un probléme de transport optimal.

Le dernier chapitre concentre des travaux liés au comportement en temps long d’EDS frac-
tionnaires. Outre l’aspect intégration, le point captivant de ce type de probléme est de
comprendre comment gérer la mémoire du mouvement brownien fractionnaire (fBm) pour
réussir a répondre dans ce cadre aux questions naturelles associées au temps long. La pre-
miére pierre (le pluriel serait ici plus adapté!) est posée par Hairer (et ses collaborateurs,
voir le chapitre pour les références) qui met en place une structure markovienne homogéne
adaptée a ce type d’EDS (fortement non markovienne) permettant une définition rigoureuse
du concept de mesure invariante et I’établissement de critéres d’unicité raisonnables pour
cette derniére. Sont aussi développés des méthodes de couplage dit asymptotique permet-
tant d’obtenir des bornes pour la vitesse en variation totale dans le cas additif, i.e. dans
le cas ou le coefficient de “diffusion” est constant. Aprés un état de l’art, on présente ici
trois travaux sur le sujet dans les sections 2, 3 et 4 de ce chapitre (respectivement basés sur
[A14], [A1] et [ATD).

Vitesse de convergence a 1’équilibre pour des EDS fractionnaires multiplicatives. Dans la
continuité de la fin du paragraphe précédent, on propose dans un premier temps d’aborder
le probléme de la convergence a I’équilibre (en variation totale) pour des EDS fractionnaires
multiplicatives lorsque ’indice de Hurst H est strictement supérieur & 1/2. Il s’agit donc
du cadre ou les intégrales peuvent étre définies sans probléme via l'intégrale de Young
(& l'inverse, la mémoire est plus forte que dans le cas H < 1/2). L’idée est donc ici de
montrer que les méthodes de couplage développées dans le cadre additif peuvent s’étendre
a ce cadre multiplicatif. Quand on cherche & mettre en place des méthodes de couplage
(au sens variation totale du moins) dans un cadre & mémoire, on est confronté a deux
difficultés majeures. D’une part, quand deux trajectoires se touchent, elles ne restent pas
naturellement collées et d’autre part, chaque tentative de couplage a un cofiit : le “déphasage”
nécessaire entre les deux fBms pour tenter de coller (ou de rester collé) pésera sur le futur
si la tentative rate. Hairer met alors en place un schéma de couplage en trois étapes lui



permettant d’obtenir une vitesse en ¢t~® ou « € (0,1). La contribution principale présentée
dans cette section est de montrer, qu’il est possible de mettre en place des outils de type
Lyapounov (non triviaux) pour ce type de modéle permettant de faire fonctionner ce schéma
de couplage dans le cadre multiplicatif. En particulier, sous une hypothése sur o sur laquelle
nous reviendrons plus tard, il nous permet de retrouver le méme ordre de vitesse que dans
le cas additif.

Approximation de lois stationnaires d’EDS fractionnaires. Les deux derniéres sections sont
consacrées 4 des méthodes d’approximation des solutions stationnaires relatives & ce type
d’EDS, d’abord dans le cadre des EDS multiplicatives d’ordre H > 1/2 puis dans celui des
EDS additives mais dirigées par des processus gaussiens généraux. A ’image des procédures
développées dans le chapitre 3, on construit des mesures empiriques basées sur des schémas
d’Euler de ces EDS. Néanmoins, les schémas sont supposés ici de pas constant v (pour des
raisons numériques et techniques). Pour ce type de procédures, on obtient, sous hypothéses
adéquates, la convergence a 7 fixé vers une loi stationnaire discrétisée, puis lorsque v tend
vers 0, on prouve la convergence de ces lois stationnaires vers celles du processus. Ces
résultats sont enfin illustrés par des simulations numériques. La encore, les problémes ouverts

étant nombreux, on conclue ce chapitre comme les autres par des perspectives associées.

Estimation de la volatilité instantanée. Comme annoncé en début d’introduction, on ter-
mine ici par quelques mots sur un travail qui me semble un peu trop en marge des autres
pour s’insérer de maniére cohérente dans ce manuscrit. Il s’agit de la référence [A8]. Dans
cet article, on s’intéresse & un probléme classique de statistique des processus : celui de
I’estimation de la volatilité. Alors que ce probléme est souvent abordé dans un sens inté-
gré, on propose ici un estimateur de la volatilité instantanée dans un modéle sous la forme
dX; = aidt + 0¢dB;. L’idée de sa construction est de moyenniser les power-variations de
(X¢)i>0 (associées aux observations) sur des fenétres de temps dont la longueur dépend du
nombre d’observations. Dans un cadre général ou (a;) est un processus cadlag (général) et
(0¢) est une semi-martingale cadlag sans sauts prévisibles, on prouve la normalité asympto-
tique de I’estimateur et détermine le choix optimal de la fenétre en fonctions des variations
de 0.
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Publications

Cette section recense mes publications ou prépublications. Celles-ci sont toutes acces-
sibles & la page suivante : http://www.math.univ-toulouse.fr/“panloup/Recherche/.

Publications dans des revues internationales avec comité de lecture :

[A1l] Approximation of stationary solutions to SDEs driven by multiplicative fractional
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[A3] A mixed-step algorithm for the approximation of the stationary regime of a diffu-
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Chapitre 2

Sur 1’étude de certains processus hypoelliptiques

Ce chapitre est divisé en trois parties. Les deux premiéres, basées sur les articles
et [36€], concernent 1’étude de certaines propriétés en temps long de diffusions & gradient
a4 mémoire tandis que dans la derniére, issue de [34], on s’intéresse a4 la modélisation du
phénomeéne de bulle spéculative via un processus hypoelliptique.

2.1 Diffusions & gradient & mémoire

Pour une fonction U : R* — R donnée, coercive et continue, une question fondamentale
d’optimisation est : comment construire une dynamique efficace permettant d’approcher son
minimum global ? La réponse la plus simple & ce probléme est l’algorithme de descente de
gradient qui, dans un cadre & temps continu, s’écrit comme la solution de &; = —VU (z¢).

Lorsque U est strictement convexe, cette dynamique donne une réponse satisfaisante & ce
probléme : la particule converge vers la cible souhaitée & une vitesse qui peut étre extré-
mement rapide si la fonction a de bonnes propriétés. Dés que la fonction U a plusieurs
minima locaux, on est amené, pour espérer la convergence vers le minimum global, a faire
des modifications de cette dynamique. La plus célébre est celle dite du recuit simulé, qui
consiste a introduire un aléa d’intensité bien calibrée afin de provoquer une excitation de la
particule, qui assure I’évitement des minima locaux et la convergence (en probabilité) vers
le minimum global. Malheureusement, 1’infaillibilité de ce nouvel algorithme a un cott : la

vitesse de convergence qui s’en trouve fortement détériorée.

Plutét que d’introduire un aléa, on peut aussi penser & modifier la dynamique déterministe,
t.e. & considérer d’autres systémes différentiels dont les points critiques coincident avec les
zéros de VU. La descente de gradient & mémoire, introduite et étudiée dans et [10] en
est un exemple : il s’agit d’une modification ou l’'on remplace le gradient de la particule a
’instant ¢ par une moyenne pondérée de sa valeur sur le passé : iy = —k(t) ! fot k(s)VU (24)ds
ol la fonction k est une fonction strictement croissante et réguliére. Dans ce type de modéle,
la mémoire induit une inertie qui permet & la particule de ne pas rester bloquée dés qu’elle
rencontre un minimum local. Si un tel algorithme ne converge pas sans conditions vers
le minimum global, on peut en revanche espérer, qu’d injection égale de bruit aléatoire,
l’algorithme & gradient & mémoire (ou gradient moyenné) se trompe moins que ’algorithme
classique. Cette remarque constitue I’'un des points de départ des travaux décrits dans cette
section et la suivante.

Outre I’aspect optimisation, la dynamique de descente de gradient & mémoire présente un
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second intérét en termes d’applications. En effet, ce type de systéme différentiel décrit, sous
certaines conditions, le mouvement d’une boule roulant sur le graphe de U, soumise & ’ape-
santeur et & une certaine forme de frottement (en anglais, Heavy Ball with Friction). L’étude
des propriétés asymptotiques d’une version bruitée de ce type de dynamique constitue donc
une seconde motivation de notre travail.

En accord avec les remarques précédentes, nous considérons dans cette partie une version

stochastique de la descente de gradient & mémoire. Plus précisément, étant donnée une
fonction U : R? — R? réguliére et satisfaisant les hypothéses suivantes,

lim U(z) = +o00 et liminf (z|VU(z)) >0, (2.1)

|x| =400 |x| =400
nous considérons une EDS sous la forme suivante :

1 gt
dX; = — (m/o k(s)VU(Xs)ds> dt + o(X;)dWy. (2.2)

La fonction o : R4 — My 4 est continue et localement lipschitzienne, (Wt)tzo est un mouve-
ment brownien standard d-dimensionnel et(k());>0 est une fonction déterministe positive,
C? et strictement croissante, telle que k(0) = 1. Ce type de modéle est markovien d’ordre 2.
Plus précisément, si ’on pose

1

Y- /O K (s)VU (X,)ds,

alors, on remarque que (Xy,Y;):>( satisfait 'EDS suivante :

dXt - O'(Xt)th — Y;jdt (2 3)
dY; = r(t)(VU(X;) = Yy)dt, '
ou r(t) = %(t) Sous réserve d’existence et d’unicité des solutions (voir Proposition 24D,
le processus (Z;)i>0 := (X4, Y:)i>0 ainsi construit est markovien. On peut remarquer que ce
processus est de plus homogeéne si et seulement si ¢ — 7(¢) est constante, i.c. si et seulement
si
k(t) = eM  avec A > 0.

Remarque 2.1 Lorsque 7(f) = 1, ce systéme est en fait relativement proche d’une équation
de type Fokker-Planck cinétique (cf e.g. [26], [5] ou [70]) dont la forme standard est donnée
par

dX; = —-Ydt.

dYy = —(VU(Xy) + Y2)dt + o(X¢)dW,.
Les parties déterministes différent “seulement” d’un signe tandis que la partie brownienne

apparait dans la position dans notre probléme et dans la vitesse dans le second. Ces diffé-
rences ne sont en réalité que d’apparence mineure.
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La fonction t — r(t) caractérise la mémoire injectée dans le systéme et joue un rdle fonda-
mental dans la suite. Pour simplifier, supposons pour l’instant que 7(t) — ro € Ry U{+00}.
La quantité r,, est en quelque sorte, une fonction décroissante de la mémoire. On peut par
exemple remarquer que

— T'oo = F00 si k(t) = exp(At?Y) avec a > 1 et A > 0,

— T'oo € (0,400) si k(t) = exp(At) avec A > 0,

— Too = 0 si k(t) = exp(At¥) avec A > 0 et o € (0,1) ou k(t) = (1 +¢)* avec o > 0.
Les cas considérés ci-dessus constituent dans la suite les classes principales de mémoire
étudiées. Pour avoir une idée du comportement asymptotique relatif & chacune de ces classes
considérons d’abord un cas simple.

2.1.1 Un exemple

On suppose ici que d = 1, U(z) = az?/2 avec a € RY, o(z) = 0 € R} et r(t) = roo €
(0,400). Dans ce cadre gaussien, (Z;);>0 est donc solution de

dZ, = AZ,dt + BdW, ou, A:( 0 _1>, B:(U 0), (2.4)

AT —Too 0 0

et (W;)i>0 est un mouvement Brownien en dimension 2. On peut alors montrer le résultat
suivant :

Proposition 2.2 ([35]) Supposons que 7(t) = 74, € (0, +00). Alors pour tout z € R% x RY,

L(Z7) 2F2% g = N(0,5,.)

2 1 1 1
y -7 atie @ )
fo ™9 1 1

a

De plus, Vs est I'unique probabilité invariante de (Z;)¢>o.

Remarque 2.3 > Dans ce cadre, on observe qu’asymptotiquement, (X;) est bien une variable

aléatoire concentrée autour de I'unique minimum de U. On constate également que o2 =

Too
lim E[X?] dépend fortement de 7. On peut dans un premier temps remarquer que la variance
asymptotique de X; est toujours supérieure a celle du systéme sans mémoire qui est égale
ao? /(2a). Lorsque ro, tend vers +oo, on constate (naturellement) que 0'%00 converge vers la
variance asymptotique du systéme sans mémoire tandis que afoo tend vers +o00 lorsque 74
tend vers (. Le systéme devient alors instable. Les propriétés ci-dessus décrivent relativement
bien celles qui seront établies dans un cadre plus général dans la suite.
> Il est aussi intéressant de noter que les valeurs propres de A sont réelles strictement
négatives si roo > 4a et qu’elles deviennent complexes de partie réelle strictement négative

si 7oo < 4a. Autrement dit, le systéme se met & osciller lorsque la mémoire augmente.

2.1.2 Préliminaires

— Non-explosion en temps fini. La fonction U n’étant en général pas sous-quadratique,
il nous faut commencer par assurer l’existence de solutions et en particulier la non-
explosion en temps fini de ces derniéres.
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Proposition 2.4 ([35]) Supposons que Tr [0*D?*Uc| < CU (C > 0). Alors, on a exis-
tence forte de solutions (et unicité trajectorielle) pour I’EDS (2.3). De plus, si (Xo, Yp)
satisfait E[U(Xq)+|Yp|?] < +o0, alors pour tout T' > 0, supyeqo,r) E[U (X¢) + Y] < +o0.

Dans ces conditions, on notera A le générateur infinitésimal du processus de Markov
(X¢, Y, t)4>0 défini par :

Af(@,9,6) =~V ) + P (VU @) 3]V, 0) + 5T (0" (@) D2 (w,9)o () + 8. 2.5)

Remarque 2.5 Pour ce résultat standard, 1’idée de la preuve (lorsque U n’est pas a
croissance linéaire) est d’introduire une fonction de Lyapounov qui permet de contrdler
la fonction en temps fini. La fonction naturelle h(z,y,t) = U(x) + |y|?/(2r(t)) (fonction
qui permet de “séparer les variables”) satisfait pour tout 7' > 0,

r'(t)
2r2(t)

1
Ah(z,y,t) = 5Tr (0" (2) D*U(2)o (2)) + [y (—1 - ) < Crh(z,y,1)
ce qui permet d’obtenir le résultat. En revanche, on peut constater que cette fonction
ne peut pas jouer le rdle de fonction de Lyapounov en temps long car elle ne génére
pas de rappel en la lére composante.

— Hypoellipticité et unicité de la mesure invariante. L’objectif de cette partie est d’ob-
tenir des conditions raisonnables assurant 1’unicité de la mesure invariante associée
a 23 (dans le cadre homogéne). On rappelle qu’'un processus de Markov a valeurs
dans un espace topologique mesuré admet une unique mesure invariante lorsqu’il est
fortement fellerien et qu’il satisfait I’hypothése d’irréductibilité topologique suivante :

il existe un ouvert O et 7' > 0 tel que pour tout x, Pr(z,O) > 0 (cf e.g. [22]). Les deux

conditions ci-dessus sont en particulier satisfaites si le processus solution de (3D est
hypoelliptique (dans un sens précisé ci-dessous) et (approximativement) contrdlable
(approximativement signifie que pour tous zi, 2o et pour tout £ > (, on peut trouver
z3 dans B(zg,¢) tel que z3 est atteignable & ’aide du systéme dynamique issu de 21).
L’objectif étant ici d’assurer 1'unicité de la mesure invariante, on s’intéresse a 1’hypo-
ellipticité uniquement dans le cadre homogéne r(t) = 7+, t > 0 (voir [35] pour le cadre
général). Sous sa forme Stratonovich, I’équation (23D peut se réécrire sous la forme :

d
Az, = Ao(Z)dt+ " Aj(Zy) o dW} (2.6)
j=1

ot Ay,... Aq sont des champs de vecteurs sur R? définis pour tout z = (z,y) € R% x R?
par

i=1

1
Ap(z) = Z —Yi — ) Zal,j(x)aa:j 0'“(1') Oz; + Too ((%CZU(.%') - Yi) on
Lj

*. Par un abus de notation standard, on identifie champs de vecteurs et opérateurs différentiels associés.
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et pour tout j € {1,...,d} :

d
Aj(2) = 01(2)0n,-
i=1

D’aprés [12] (Théoréme 2.9), on sait que sous ’hypothése de Hoérmander suivante
(avec I’hypothése sous-jacente de régularité des coefficients) : il existe /N € N* tel que
Vz = (z,y) € RIRY,

dim (Span {A;(z), A2(z), ..., Ag(x), Cr. de Lie de long. < N des A;(2)’s ,0 <j <q}) = 2d,
2.7

alors, pour tout t > 0 et x € R?, Py(z,.) admet une densité p;(z,.) par rapport a
la mesure de Lebesgue et que (z,y) — pi(x,y) est C sur R? x R%. En particulier,
x +— Py(z,.) est un semi-groupe fortement fellerien. Si la dynamique du processus
empéche le processus de rester dans zones dégénérées, on peut légérement affaiblir
I'hypothése (27D en autorisant que celle-ci ne soit satisfaite que sur un ensemble de
complémentaire négligeable. Lorsque o est non dégénérée, il est clair que 0., ..., 0

Tq
sont bien engendrés par Ay, ..., A . En remarquant ensuite que pour tout i € {1,...,d},
d
2
[8$i7 AO] - ZD U(w)i,jayﬁ
J=1

on en déduit que I’hypothése (27D sera satisfaite sous une hypothése de non-dégénérescence
de la matrice Hessienne D?U. En accord avec les remarques précédentes, on note

My = {x e R?, det (DQU(x)) = 0}, (2.8)

et on introduit les hypothéses suivantes :
(I1) : 0 et U sont de classe C* et il existe g9 > 0 tel que o0™* > gpld, (o uniformément
elliptique sur R%).

(I2) : dim(My) <d—1.
On obtient alors le résultat suivant :

Proposition 2.6 ([35]) Supposons (I1), (I2) satisfaites et r(t) = ro, pour tout ¢t > 0.
Alors, le semi-groupe (P;)¢>o associé 4 I’équation (23D admet une densité p;(z,.) (re-
lativement 4 la mesure de Lebesgue sur R? x RY). De plus, pour tout z € R x RY,
2 pi(2,2') est C° sur RY x R? et z + Py(z,.) est fortement fellerien. De plus,
si liminf‘xHJroo% > 0, alors pour tout z € R% x RY, SuppP;(z,.) = R? x R%. Par
conséquent, il existe au plus une probabilité invariante v, pour (Pt)tZO-

De plus, si v, existe, alors v, admet une densité notée p,  par rapport & la mesure
de Lebesgue qui est I’'unique solution positive de

1 *
(YIVapry,) + §Tr (U D?cprooa) + 100 [(y = VU (2)|Vypr..) + pr.] = 0. (2.9)

satisfaisant [psq pro. (¢, y)dady = 1.
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Remarque 2.7 Comme cela a été mentionné au début de cette section, 1’objectif de ce
résultat est de donner des conditions raisonnables (et pas nécessairement optimales)
pour l'unicité de la mesure invariante. On peut noter que les hypothéses de régularité
des coefficients et d’uniforme ellipticité du théoréme peuvent clairement étre affaiblies.
Il en est de méme pour I’hypothése (I2). On pourrait en effet s’appuyer sur les crochets
de Lie d’ordre supérieur pour engendrer les 0y, ..., J,, (voir pour plus de détails).

L’équation est I’équation de Fokker-Planck stationnaire associée & ’'EDS. Celle-ci
s’obtient classiquement en utilisant que [ Ag(z, y)v;, . (dz,dy) = 0 pour toute fonction g
C?a support compact (avec un petit abus de notation, on note & nouveau A I’opérateur
sans la dépendance en t). On peut remarquer qu’en l’appliquant & g(x,y) = x et
g(x,y) =y, on obtient

[wtazdg) =0 e [ VU@ (ds.dy) =0,

ce qui montre que le processus est bien asymptotiquement centré sur les zéros de
VU. Contrairement au cadre cinétique introduit dans la remarque [2.7], il ne semble
pas possible en général d’obtenir une forme explicite pour p,  méme lorsque o est
constant.

Terminons enfin par quelques commentaires sur la propriété : SuppPi(z,.) = R? x R
Son obtention s’appuie sur une propriété (fine) de “contrélabilité approximative” sur

R? x R¢ (voir lemme 4.2 de [38]). Lorsque lim inf), 5100 %

= (0 ou plus précisément
lorsque VU est bornée, on remarque que (Y;)¢>o est asymptotiquement borné (en tant
que “moyenne du gradient”, ses valeurs d’adhérence vivent dans 1’enveloppe convexe
de {VU(x),z € ]Rd}). La propriété de support devient alors fausse mais il semble que

I’unicité de la mesure invariante puisse &tre conservée.

2.1.3 Comportement en temps long
2.1.3.1 Le cas stable : liminf; , ;o 7(t) = 750 € (0, +00]

On s’intéresse ici au cas ol le systéme a une faible mémoire (exponentielle ou sur-
exponentielle). Dans ce cadre, on se propose de montrer que le systéme est asymptotique-
ment stable sous hypothéses de Lyapounov. On introduit donc l’hypothése de Lyapounov
suivante :

(Hy) : Il existe m € (0,7) et € € (0,700 —m) tels que

imsup (el VO () + 1T (o° (2)(DU) + (0 + &) Laho() ) = —o.

|z|—+o00

Dans le cas ou ¢ — r(t) est variable, on a aussi besoin d’une seconde hypothése sur le
comportement asymptotique de (r(t))¢>0 :

(t) t
(Rl) : :2_((?) 4>_)+OO 0.
Remarque 2.8 > On peut noter que dans le cas 7(t) = ro, pour tout ¢ > 0, on peut prendre
e = 0 dans (Hj). Par ailleurs, I’hypothése de Lyapounov est en général trés légérement plus
contraignante que celle intervenant dans le cas sans mémoire.



2.1 : Diffusions a gradient a4 mémoire 15

> L’hypothése (Rq) ne joue un réle que dans le cas ou (r(t));>0 n’est pas constante.
Lorsque k(t) = exp(t¥) avec a > 1 (cas standard ol 7o, = +00), on constate que celle-ci est
bien satisfaite.

L’hypothése (H;p) est naturellement adaptée & une fonction de Lyapounov relative au sys-
téme dynamique. Comme on ’a déja mentionné, la fonction notée h définie dans la remarque
ne peut jouer ce rdle. Il nous faut en quelque sorte la compléter pour générer un rappel
en la lére coordonnée. On introduit donc :

2 s 2 X
V(z,y,t) =U(x)+ 2|f(|t) +m+e (% — (p(%)> , (2.10)

oum>0,e>0et p: Ry — R est définie par

p(t) = (/:OO %d5>_1 : (2.11)

On peut vérifier que la fonction p est bien définie si ro, € (0, +00] et que dans le cas r(t) = 7,
p n’est autre que la fonction constante p(t) = ro,. On reviendra sur le réle et les propriétés
de cette fonction dans la remarque 2101

Proposition 2.9 ([35]) Supposons que liminf; , . 7(t) = 7o > 0. Alors, si (H1) et (R1) sont
satisfaites, la fonction V : R x R? x R, — R définie par (Z1Q) (avec les paramétres m et ¢
de I’hypothése (H1)) vérifie : il existe ty > 0 tel que V est positive pour tout t >ty et,

lim sup <sup.AV(ac,y,t)> = —00. (2.12)
()| =400 \t2to

Si de plus lim;_,~ r(t) < 400, alors il existe t; > 0 tel que

lim inf V(x,y,t) | = +oo. (2.13)
|(@,y)|=+oo \t2t1

La fonction V peut ainsi étre qualifiée de fonction de Lyapounov pour 23] lorsque lim;_, o 7(t) <

+00. Dans le cas contraire, on verra que la fonction V' conserve un rdle important dans 1’ob-

tention de la stabilité lorsque 1’hypothése de Lyapounov est légérement renforcée.

Remarque 2.10 La fonction p est calibrée pour avoir les deux propriétés suivantes : elle est
solution de u(t) = u?(t) — r(t)u(t) et satisfait p(t) ~ r(t) lorsque t — +0o. La premiére joue
un réle important dans l’obtention de (permettant d’annuler les termes produits)
tandis que la seconde intervient plutdt dans (2.13D.

Ce résultat a la conséquence suivante :

Corollaire 2.11 Supposons que 1 € R U{+00} et que (Hyg), (H1) et (Ry) soient satisfaites.
Alors, pour tout z = (z,y) € R? x RY, la famille de probabilités (u})y>1 définie par

1 t
wi (dz, dy) = ;/0 E[d(xz, vz (dz,dy)lds, t>0

est tendue sur R x R?. De plus, toute valeur d’adhérence [ix, de (41} )i>1 (pour la convergence
faible lorsque t — +00) satisfait
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(i) Sire = +00, la premiére marginale de i, est une probabilité invariante pour I’EDS
sans mémoire suivante :

t
(ii) Si r(t) o, Too < +00, alors [, est une probabilité invariante du processus de

Markov homogeéne solution de (Z3) avec r(t) = ro, Vt > 0.

Ce résultat montre en particulier ’existence de mesure invariante. Comme dans celui qui va
suivre, les assertions se transforment en propriétés de convergence lorsque l’on a unicité de
la probabilité invariante.

(447 )t>1, construite & partir d’une moyennisation a la fois temporelle et spatiale peut &tre
considérée comme la famille nécessitant les contraintes de Lyapounov les plus faibles pour
approcher le régime stationnaire. On s’intéresse naturellement maintenant a la convergence
des objets construits d partir exclusivement de moyennisation temporelle ou spatiale.

Contrdle et convergence de la mesure d’occupation. On s’intéresse au comportement de
(vf)1>1 définie par

1 t
vi (w,dx,dy) = Z/o d(xz,vz)(dx, dy)ds, t>1.

Dans ce cadre, on introduit des hypothéses 1égérement plus contraignantes :

(H]) : 1 existe a € (0,1], B € R et a > 0 tels que

(i) —(2|VU(2)) <B—a(U@)V|z*)* vz e R4

X 2 xr|—+o0
(i) (14 Tr(oo")(@)) (1+%+HDQU(@HHHDBU(@M) S (W) v [2f2)?).

Remarque 2.12 L’hypothése de rappel (i) dépend du paramétre a qui représente l'intensité
de la force de rappel. La croissance de o est ensuite contrdlée dans ’hypothése (ii) (de
maniére adaptée a la premiére hypothése). Dans le cas U(z) = |z|? (¢ > 0), on peut remarquer
que (H.) est satisfaite avec a = (¢/2) A 1 si |jo(z)o*(z)|| = o(|z|9"?) lorsque |z| — +oo.
Contrairement & ’hypothése (H;) on constate en revanche qu’elle ne permet pas de gérer
le cas (critique) U(z) ~ In(1 + |z|)?.

Proposition 2.13 ([35]) Supposons que ro € R U {+00} et que (H)) et (Ry) soient satis-
faites. Alors, pour tout z = (z,y) € R? x R%, pour tout p > 1,

1 [t _
21;11)—/0 ((U(Xj) v |X§|2)p+a s |Yj|2p) ds < 400 p.s. (2.15)

En particulier, (/7 (w));>1 est p.s. tendue sur R? x R%. Si on note v/, une valeur d’adhérence
de (vf(w))¢>1 lorsque t — 400, alors
— (1) Sire, = +00, alors p.s., vy, (dw, dy) = dyy () (dy)m(dr) ot m une probabilité invariante
de 2.14D.
— (ii) Sir(t) e € R% , V% est p.s une probabilité invariante de (Z3) avec (1) = ro
vt > 0.
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Remarque 2.14 > Par un argument d’uniforme intégrabilité combiné & la propriété (2.18), on
remarque que la convergence de v} (w, f) vers v% (f) est valable pour les fonctions continues
a croissance polynomiale.

> On peut noter que la condition sur D3U dans (H/,) n’est en fait utile que lors de ’iden-
tification de la limite dans le cas 7o, = +00.

Convergence du semi-groupe lorsque r(t) = 7. Dans cette partie, on parlera uniquement du
cas homogéne r(t) = ro sous les hypothéses d’hypoellipticité (I;) et (I2) introduites dans la
proposition I1 s’agit ici d’établir un résultat de vitesse de convergence du semi-groupe
(P;)t>0 vers 'unique mesure invariante v, __.

Proposition 2.15 ([35]) Supposons que Vt > 0, r(t) = 1o > 0 et que les hypothéses (HL)
Ul=)
|z]
existe un minimum x* de U pour lequel det(D?U(x*)) # 0. Alors, pour tous z € R? x R,

t>0etp>1,

(a € (0,1)]), (I1) (I2) sont satisfaites. Supposons également que lim,_, = 400 et qu’il

exp(—Yprot) sia=1
sup | P[> (20, f) = v(f)| £ Caproc VE (20) i P .
{£.1f1<1} t 1-a siae(0,1).

2
Vi est la fonction définie par 2ZIQD qui s’écrit sous la forme V_(z) = U(x) + ™ ‘x - L

Too
lorsque r(t) = r~, tandis que Vpreo €6 Copro, sont des constantes positives qui ne dépendent
pas de z et t.

Remarque 2.16 Les résultats ci-dessus sont obtenus par des méthodes de type Lyapounov (cf
e.g. [30] et [29]). Elles ne permettent en particulier pas d’exhiber des bornes quantitatives.
Afin d’obtenir des bornes plus explicites, il semble qu’on puisse s’inspirer des résultats
récents de pour les équations de type cinétique (voir Remarque 21D dans le cas o
constant. Néanmoins, le caractére non explicite de la mesure invariante dans notre cadre
rend le probléme plus difficile.

On peut remarquer que la vitesse obtenue n’est plus exponentielle dés que a < 1. Au
vu de résultats obtenus dans l’article (voir Lemme 3.3), il semble qu’on puisse en
réalité conserver la vitesse exponentielle tant que a > 1/2, ce qui correspondrait alors a la
“transition de phase” du cadre sans mémoire.

Attraction du systéme sans mémoire lorsque 7(f{) — +00. Comme on ’a déja remarqué
lors de I’études des mesures d’occupation ou dans l’exemple gaussien étudié rapidement
en début de section, le régime limite naturel des solutions de (23D lorsque ro, = +00 est
le régime stationnaire du régime sans mémoire (Z.I4). On souhaite donc dans cette partie
obtenir un résultat de convergence de la loi de la marginale du processus vers la mesure
invariante de (2I4). Les techniques précédentes étant moins naturelles dans un cadre non
homogeéne, ce probléme est abordé sous un angle différent du précedent. Nous faisons ici

I’hypothése de “convexité
(AC) : 1l existe p > 0 tel que pour tous 1, xs € RY,

suivante :

1
(1 — 22| VU (x2) — VU (1)) + §Tr (66" (z1,22)) < —plze — 1|2 (2.16)
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ou d(z,y) = o(y) — o(x). Dans le cadre sans mémoire, cette hypothése assure la confluence
asymptotique (4 vitesse exponentielle en distance de Wasserstein) des trajectoires construites
avec le méme Brownien (et ayant deux conditions initiales différentes) et implique (par
conséquent) 'unicité de la mesure invariante. En notant W la distance de Wasserstein sur
P(RY) définie pour tout couple de probabilités (11, vs),

Wa(vy, 1) = inf / |z — y|2ﬂ(d5ﬂa dy),
HEP(REXRE), Py u=v1,Pop=vo JRd xRd

on obtient ici le résultat suivant :

Proposition 2.17 ([35]) Supposons que 7+, = +00, que (H}) et (AC) soient satisfaites et que
VU et o sont localement lipschitziennes. Notons 7 1’unique mesure invariante de (214D . Si
t — fg k(s)ds/k(t) est une fonction décroissante qui tend vers 0 lorsque t — +o00, alors, il
existe des constantes (positives) C et Cy telles que pour tout t > 0,

Vu e [0,t] Wy(Px,,m) < % / k(v)dv + Coe P4, (2.17)
0

En particulier, Wa(Px,, 7) = 0 lorsque t — +0o0.

En optimisant le choix de u dans I’inégalité précédente, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.18 Sous les conditions de la proposition [2.17, on a

Cq p o (—H -1
W LG P plt-H @)
2(Pxeom) < oy O <1 L Hl(t)> ‘

ou H est définie par :

H(u):u—%log [%p (%/jk@)dm%— )}

Remarque 2.19 > Dans la proposition [2.17], I’instant « correspond au temps que 1’on attend
avant de comparer la dynamique de (X;);>o & celle de la diffusion sans mémoire. Plus pré-
cisément, on estime la distance L? de X; a (&%) ou (£X%),>0 désigne la solution de (ZI14D
de condition initiale X, construite avec les accroissements du Brownien du premier aprés
linstant u. En notant (£]) sef0,t—u]> UNe solution stationnaire de ([@IZ)D construite encore une
fois avec les mémes accroissements, on a donc :
Xy 1212 X 971

Wo(Px,, m) < E[[X; — &2, [717 + E[G2, — &7
Ces deux termes sont alors respectivement contrélés a 1’aide de (AC) par les deux termes
du membre de droite de (ZI7D.

> Les vitesses obtenues ci-dessus dépendent fortement de la vitesse de décroissance de
t— fot k(s)ds/k(t) vers 0 qui caractérise la vitesse de rapprochement a la dynamique sans
mémoire. On propose ici de rendre plus explicites ces résultats dans des exemples caracté-
ristiques :
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- Si k(t) = at® e!” avec a > 1, alors 7(t) ~ at?*2, HY(t) ~t et — H ' (t) ~ S logt.
On obtient alors une vitesse polyndmiale :

WQ(PX“TF) < ctl—e,

— Si k(t) = ele’, alors H1(t) ~ prlt ce qui méne 4 la borne suivante :

2.1.4 Comportement en temps long lorsque 7o, = 0

On s’intéresse enfin au comportement asymptotique dans le cas longue mémoire 7(t) — 0.
Pour rappel, ce cas correspond aux exemples suivants : k(t) = (1 + ¢)* avec a« > 0 ou
k(t) = e1tD" avec a € (0,1). Comme cela a &té déja suggéré dans l’exemple gaussien, le
systéme a tendance a exploser en temps long dans ce cadre. Cette propriété est précisée
dans les deux résultats qui suivent, d’abord dans un cadre assez général puis dans le cadre
gaussien unidimensionnel ot 1’on réussit a caractériser de maniére précise le comportement

asymptotique des moments d’ordre 2 de X; et Y; (lorsque k(t) = (1 +¢)%).

Proposition 2.20 ([35]) Supposons que |[VU|?> < C(1 + U) et qu’il existe \g > 0 tel que
Tr(o*D?*Uc)(z) > Ao > 0. Alors, si r(t) — 0 et que I’on peut trouver ty > 0 tel que r'(t) +
2r2(t) > 0 pour tout t > tg, on a pour tout z = (z,y) € R? x RY,

lim sup r(¢t)E[| X7 |*] > 0.

t—-+o0

En particulier, il existe une sous-suite (t,),>1 telle que E[| X7 |?] — +oc.

Remarque 2.21 > On peut remarquer que la condition 7’/(t) + 2r?(¢t) > 0 pour ¢ assez grand

est satisfaite lorsque k(t) = e t)" avec o € (0,1) et k(t) = (1+1)* avec a > 1. En particulier,
1t

1+ fO VU(XS)dS

D> Le résultat ci-dessus est obtenu en supposant que U est sous-quadratique (propriété
générée par I’hypothése |[VU|? < C(1+U)) et que la composante de bruit est non dégénérée.

Sous ce type d’hypothése, 1'idée de la preuve consiste alors & exhiber une sorte d’“anti-
fonction de Lyapounov” pour le systéme dynamique.

cela contient le cas Y; =

Considérons maintenant le cas gaussien unidimensionnel.

Proposition 2.22 ([35]) Supposons que d = 1, U(x) = 22/2 et k(t) = (1 +t)* avec a > 1/2.

Alors, (i)
imEY2 = —% e EX2~
t—o00 200 + 1

2 1 2 1
(\/a—i— Xt,\/a+ Yt>:£>J\/'(O,IQ) as t— 4o0.

t o

t— .
2a+1 oo

(ii)
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Remarque 2.23 [> La propriété (ii) montre en particulier que E[Y;] — 0 lorsque ¢t — +o0.
On peut également prouver qu’il en est de méme pour (E[X{]):>0.

> La preuve de ce résultat est basée sur 1’étude de 1’évolution de la matrice de covariance.
Plus exactement, on montre que le vecteur (renormalisé) z(t) = (r(t)E[X?], E[Y}?], E[X,Y}])’
est solution d’un systéme différentiel (déterministe) asymptotiquement stationnaire. La li-
mite s’obtient alors en identifiant le régime limite de ce systéme différentiel.

2.2 Grandes Déviations pour le régime stationnaire de diffusions a
gradient moyenné

2.2.1 Introduction

Comme on l’a déjad mentionné au début de la section précédente, 1’étude des diffusions a
gradient moyenné est en partie motivée par des applications & des problémes d’optimisation
stochastique. Nous proposons ici de nous intéresser d une question d’intérét pour le probléme
du recuit simulé : I’étude fine du comportement asymptotique de la mesure invariante du
systéme dynamique lorsque le coefficient de diffusion ¢ tend vers 0. Plus précisément, 1’ob-
jectif est d’obtenir un Principe de Grandes Déviations (PGD) pour cette famille de mesures
invariantes et de montrer (sous conditions) que la mesure invariante se concentre (dans un
sens défini dans la suite) sur I’ensemble des minima globaux du potentiel U considéré.

Afin de mieux comprendre les liens entre le probléme de recuit simulé et les grandes dé-
viations pour la mesure invariante, considérons dans un premier temps le modéle classique
sans mémoire. Dans ce cadre, considérer le probléme du recuit simulé dans un cadre continu
revient 4 étudier le comportement en temps long de la diffusion inhomogéne

ol t — £(t) est une fonction (déterministe) décroissant vers 0. On peut alors montrer (cf
[69]) que si e(t) = k/(Int) avec k > ¢ ol ¢ est une quantité semi-explicite, alors le processus
se concentre (en probabilité) sur les minima globaux de U. Ce résultat peut &tre obtenu
en considérant directement 1’évolution de la loi du processus inhomogéne ({;). Une seconde
approche consiste & introduire la diffusion & “petit bruit” constant

des = edBy — VU(£5)dt, (2.18)

et de faire une étude fine et séparée de
— la convergence de la loi & I’instant ¢ de {; & la mesure invariante yg a € fixé,
— la maniére dont se concentre 1% autour des zéros de VU lorsque € — 0.
On propose ici de se focaliser sur le second point de I’étude ci-dessus lorsque le processus

est une diffusion & gradient moyenné. En accord avec la section précédente, on introduit

t
dXF = edB, — (% / k’(s)VU(Xg)ds> dt. (2.19)
0

Contrairement & la section précédente, on considérera uniquement le cadre homogéne k(t) =
exp(At) (A > 0). Il s’agit en réalité du seul cadre nouveau adapté au probléme. En effet, si
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r(t) = (k/k)(t) tend vers +o0, le régime limite est celui du systéme sans mémoire et a déja
été largement étudié tandis que dans le cas r(t) — 0, il n’y a pas de régime stationnaire.

Cela nous conduit donc & I’étude du comportement de la famille (1;).~¢ de probabilités
invariantes de I’équation

(2.20)

dX§ = edB, — Y¢dt,
dYE = MN(VU(XF) — Y{)dt.

ou U : R? — R est une fonction positive réguliére et coercive et \ est un réel strictement
positif. Dans la suite, on notera Z° = (X¢,Y*), (Pt(e)(z7 .))zt le semi-groupe associé a (2200
et b le champ de vecteurs associé & ce systéme défini par :

b(.%',y) = <)\Vg(.%') _—)\yy> . (2.21)

On rappelle qu’a ¢ fixé strictement positif, on a existence et unicité de v, sous les hypothéses
(H1), (I), (I2) et limy 4o % = +o00. Afin que le probléme soit bien posé, on travaillera
a minima sous ces hypothéses.
Avant d’aller plus loin, rappelons quelques aspects de la théorie des grandes déviations (voir
e.g. pour une approche plus compléte).

Rappels sur les grandes déviations. Soit (F,d) un espace métrique. Une famille de pro-
babilités (1;).>0 sur cet espace satisfait un principe de grandes déviations (PGD) de vitesse
r. et de fonction de taux [ si pour tout ouvert O et pour tout fermé F’,

liminfr.log(v:(0)) > — inf I(z) et limsuprelog(v.(F)) < — inf I(x).
e—0 z€0 e—0 zeF
La fonction I est appelée bonne fonction de taux si pour tout ¢ € R, {x € E,I(x) < ¢} est
compact.

On rappelle également que (1;).>( est dite exponentiellement tendue de vitesse r. si pour
tout a > 0, il existe un compact K, de E tel que

limsup r. log(v:(KY)) < —a.

e—0

On a alors un résultat similaire au théoréme de Prokhorov pour la convergence en loi (voir

3ID.

Proposition 2.24 Soit (5,d) un espace polonais. Supposons que (V;).>( soit une famille de
probabilités exponentiellement tendue de vitesse r.. Alors, il existe une sous-suite (6k)k20
telle que €, — 0 et telle que (v, )r>0 satisfait un PGD de vitesse r.,. De plus, la fonction
de taux I associée est alors une bonne fonction de taux.

Une telle sous-suite (1, )y>1 sera appelée une sous-suite (LD)-convergente et la fonction de
taux associée, une (LD)-limite.

Dans le cadre sans mémoire, 1’obtention du PGD pour les mesures invariantes est rela-
tivement aisée car la mesure invariante . est explicite :

exp(— 222 dx

Ze

ol Z. = /exp(—zzgx) )dx.

pe(dz) =
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On peut alors montrer en s’appuyant sur la méthode de Laplace que (u. ). satisfait un PGD
de vitesse £ et de fonction de taux I(z) = 2(U(z)—Up) otr U est le minimum global de U. De
plus, p. se concentre (au sens de la convergence étroite) sur I’ensemble des minima globaux
(voir [50]). Dans un cadre ou la mesure invariante est non explicite, on doit comprendre le
comportement de la mesure invariante au travers de la dynamique du processus. A cette fin,
il nous est d’abord nécessaire d’introduire des hypothéses de stabilité adaptées au probléme.

Hypothéses de Lyapounov. Les hypothéses de Lyapounov de la section précédente induisent
simplement la tension de (1/5)5>0. Afin d’obtenir une tension exponentielle, on travaillera ici
sous les hypothéses plus fortes suivantes :

(Hq4) : N existe p € (0,1), C >0, B €R et a > 0 tels que
() —(@VU()) < B - alU(x), Yz € R

2
(i3) VUP <CO+0209) o  fim 12U

=0.

(Hq-): N existe a € (1/2,1], C >0, B € R et > 0 tels que

(i) —(x|VU(z)) < B — alz|*®, Vo e R?

(i) |[VUP<CO+U) et sup|D*U(z)| < +oo.
z€RY

Remarque 2.25 Les hypothéses (Hq, ) et (Hq-_) correspondent respectivement aux poten-
tiels U & croissance surquadratique et sous-quadratique. Par exemple, si 1’on considére
U(z) = (1 + |z|*)P, on constate que si p > 1, (Hqy) est satisfaite pour tout p € (O,%)
tandis que si p € (1/2,1], (Hq-) est vraie avec a = p. Ces hypothéses ne sont en revanche
pas adaptées aux potentiels & croissance sous-linéaire ou exponentielle.

2.2.2 Tension exponentielle

Afin d’obtenir la tension exponentielle de (1;).>0, il nous est nécessaire d’obtenir un
contrdle exponentiel de v.(|z| > R) (uniforme en ¢). Lorsque que la mesure invariante n’est
pas explicite, il nous faut donc exploiter ’ergodicité du processus pour contréler ce type de
quantité. Si l’on fait I’hypothése que pour tout € > 0, le semi-groupe (Pt(a)(z7 )t>0 converge
en loi vers 1, et que 1. est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, on
peut par exemple s’appuyer sur la propriété suivante :

+oo
WR>0, (2> R) = limE[/ e P e o ]
p—)O 0 t

C’est le point de vue adopté par Puhalskii dans [87] (lemme 7) pour obtenir un critére de
tension exponentielle basé sur le contrdle des temps de retour dans les compacts. Dans la
proposition suivante, nous montrons que les hypothéses de ce critére sont bien satisfaites
dans notre cadre.

Proposition 2.26 ([36]) Supposons que (Hqy) ou (Hq-) soit satisfaite. Alors, il existe un
compact B de R? x R? tel que le temps d’atteinte 7. de B (1. := inf{t > 0, Z{ € B}) satisfait
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les trois propriétés suivantes :

(i) Pour tout compact K de R% x RY,

lim sup sup E.[(1.)?] < occ. (2.22)
e—=0 zeK

(ii) II existe & > 0 tel que pour tout compact K de R? x R,

2

5 T€
lim sup sup sup E, [|ZfMg|?] < +o0. (2.23)
e—=0 zeK t>0

(iii) Pour tout compact K de R? x R? tel que K N B = ),

liminf inf E,[r.] > 0. (2.24)
e—=0 zeK

Remarque 2.27 La propriété (iii) est une conséquence assez directe de la convergence en loi
du processus (Z} )c[o,1] Vers la solution de Z = b(z). Les deux autres se déduisent d’arguments
de type Lyapounov (uniformes en ) basés sur la fonction V définie par (210D (avec r(t) =
p(t) = A). C’est naturellement a ce stade qu’interviennent les hypothéses (Hq, ) et (Hq-)
ainsi que la limitation & a > 1/2.

On en déduit le résultat suivant :
Proposition 2.28 ([36]) Supposons que (I1) et (I2) soient satisfaites, que lim|,_, % =
+0o0 et que (Hq4 ) ou (Hq- ) le soit également. Alors, (Ve)-c(o,1] est exponentiellement tendue

sur R?? de vitesse £2.

2.2.3 Caractérisation des (L D)-limites

En accord avec la proposition il nous faut maintenant identifier les (LD)-limites,
i.e. les fonctions de taux associées aux sous-suites (LD)-convergentes. Nous utilisons deux
types de caractérisations. Dans la premiére, on montre que toute (LD)-limite est solution
d’une équation de type Hamilton-Jacobi. Dans la seconde, on s’appuie sur les travaux de
Freindlin et Wentzell. Ces deux approches sont évidemment liées mais la seconde donne une
forme plus explicite et donc plus utilisable pour en déduire la concentration de ().~ sur
les minima globaux de U.

2.2.3.1 (LD)-limite et contrdle optimal

Dans cette partie, nous fournissons une premiére caractérisation des (LD)-limites comme
solutions d’un probléme de contrdle optimal. On introduit auparavant des notations. On note
H(R,,RY) ’'espace (de Cameron-Martin) des fonctions w : Ry — R? absolument continues
telles que w € L?1°°(R;,RY). Pour tout ¢ € H(R;,RY), z, := (z,(t))iz0 et Z, == (Z,(t))1>0
sont les solutions respectives de

7, = b(2,) + <g> et Z,=—b(Z,)+ <Sg> : (2.25)
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Pour tout z € R?, on note z,(z,.) et Z,(z,.) les solutions issues de z (celles-ci sont bien
définies de maniére unique sur R sous les hypothéses des résultats a venir). On remarque
que z, correspond au systéme contrdlé associé & la dynamique retournée en temps. Nous
introduisons également une hypothése sur les points critiques de U :

(Hp) : L’ensemble des points critiques (z});—1._ de U est fini et Vi € {1,...,¢}, D?U(x}) est
inversible.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.29 ([36]) Supposons que les hypothéses de la proposition soient satis-
faites. Considérons une sous-suite (v, ),>1 (LD)-convergente de la famille (exponentielle-
ment tendue) (Ve).c(o,] et notons W : R? x RY — R la (bonne) fonction de taux associée.
Alors,

(i) W satisfait pour tout z € R? x R? :

t
Vit >0, Wi(z)= inf [% l(s)2ds + W(Zp(z,t))] . (2.26)
0

(ii) Si de plus, (Hp) est satisfaite alors,

1 (o.0]
W(z) = min inf [—/ lp(s)2ds + W(zz*)] (2.27)
1<i<t 2 Jo
cH
Zo(2,+00) = 2}
ot Z,(z,+00) 1= limy_ 1o Z,(2,1) (si celle-ci existe) et Vi € {1,..., ¢}, zF := (xF,0).
30( ’ ) + 90( ) ) ’ ’ 7 10

Remarque 2.30 > Une solution W des équations ci-dessus peut aussi étre vue comme une
solution (de viscosité) stationnaire de 1’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman

00 (z,) + i (002, 1) = b(z) — (1, 05)) + 3 uf’) = 0

ou encore du probléme de Cauchy non linéaire
1
Ov(z,t) — (0v(z,t)|b(2)) — §|8xv(z,t)|2 =0.

On renvoie par exemple & [3] pour plus de détails sur les liens entre ces différentes for-
mulations du probléme. Notons que les propriétés établies ci-dessus permettent donc en
particulier d’assurer ’existence de solutions & ce type d’équations (via une approche proba-
biliste).

> Pour passer de (i) & (i7), on montre qu’a z fixé, on peut construire ¢ € H minimisant
le probléme pour tout ¢ > 0 puis que la trajectoire contrélée 2@(2, .) associée converge
vers l'un des z lorsque t — +o00. Ce dernier point est relativement délicat car il s’agit
d’une convergence pour la dynamique retournée qui n’a pas naturellement de propriétés
de stabilisation. L’idée principale est de montrer que 2¢(z,.) est une trajectoire pseudo-
asymptotique associée & l'o.d.e. 2 = b(2) et que {z},i € {1,...,¢} = {2,b(2) = 0} est un
attracteur pour I’ensemble des valeurs d’adhérence de 2¢(z,t) lorsque ¢ — +oo (voir
pour plus de détails).
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> La preuve de (i) se réalise en trois étapes. Dans un premier temps, on montre que si
ze — z, la famille (P%% ). (ou P désigne la loi d’une solution de (220D issue z.) satisfait
un PGD sur C(R;,R?% x R%) de fonction de taux

I7(2) = inf  Z.(z(. 2.28
=t T((0) (2.28)

ou Zi(z,2') est ’ensemble des fonctions absoluments continues de R? x R? — R telles que
25(0) = z, et z,(t) = 2’ et

L(=(®)m0)=  inf L /0 s Pds = & /0 "l (s) + y(s) 2 ds.

0EH, 20 (2,.)=2(.) 2 2

Via une adaptation du Corollaire 1 de [87], on exploite dans un second temps la stationnarité
au travers de 1’égalité suivante :

/hs%du5 = /IE[hsL?(Zlf’z)]dy5 (ou h: R x RY — R est une fonction mesurable bornée),

pour en déduire que la fonction W définie ci-dessus satisfait

Vt >0, VzeR?xRY, Wi(z) = inf (Ii(z,20) + W(2)). (2.29)

ZeRQd

La derniére étape consiste a retourner en temps I’expression ci-dessus.

2.2.3.2 Unicité et caractérisation de W (z})

La seconde formulation de I obtenue dans la proposition ci-dessus (voir (2.27)) permet
d’obtenir I'unicité de W conditionnellement aux valeurs de W (z}), ¢ = 1,..., (. Afin d’obtenir
un PGD, il nous faut maintenant &tablir I'unicité de (W (2}));c(1,... s} Notre objectif principal
étant en fait de prouver que (1/5)56(071} se concentre sur les minima globaux, il nous est
aussi nécessaire d’obtenir une caractérisation relativement explicite de W (z}), i = 1,...,/.
Notons qu’avec la formulation (227D, on sait pour l’instant que W atteint son minimum
(nécessairement égal & 0) sur {W(z}),i =1,...,¢} et que les valeurs de W (z}) sont inter-
connectées via le cotit pour aller d’un point critique a un autre.

Pour aller plus loin, on s’appuie sur la théorie de Freindlin et Wentzell (voir [33]) que I’on
adapte & notre cadre de travail. Le point de départ est de représenter la mesure invariante
a partir des temps de retour dans le voisinages de 1’ensemble des points critiques et d’une
chaine squelette associée. La construction est la suivante. Autour de chaque 2z, on considére
la boule fermée g; = B(z, p) (p > 0) dont la frontiére est notée dg;. Sous I’hypothése (Hp),
il existe pg tel que pour tout p € (0,p9), g; N g; = ) pour tout i # j. On note

I'= Uf:lB(Zi*mo)c et g= Uf:1gz‘-

On introduit alors les suites de temps d’arrét (7},(I")),>1 et (7,,(0g))n>1 définies récursivement
de la maniére suivante :

m(0)=inf{t >0, Z;* € o'}, 71(dg) = inf{t > 7{(I'), Z;* € dg}. (2.30)
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Figure 2.1 : Representation d’une trajectoire de (Z;%);>( et des temps d’arrét 7,,(I") et 7,,(9g).

puis pour tout n > 2,
7 (T) = inf{t > 7,-1(dg), Z;* € AU}, 7,(0g) = inf{t > 7, (1), Z;* € dg}.

Les notations ci-dessus sont illustrées par la figure [2.7] (les compacts K et K jouent un réle
technique sur lequel on n’insistera pas dans la suite).

On note (Zfz)nzl la chaine squelette associée définie pour tout n > 1 par Zfl = Z:;Lz(ag).
Sans rentrer dans les détails, notons que cette chaine est bien définie sous nos hypothéses
(les temps d’arrét sont finis p.s.) et qu’on a également la propriété : sup,cy, £5[m1(dg)] < oc.
La chaine (ZZ),>1 admet une unique probabilité invariante notée ji.. A I’aide de la propriété
de Markov forte, on peut alors obtenir la représentation suivante de la mesure invariante v,

(voir [53], Chapitre 4) :

Lemme 2.31 Supposons que les hypothéses de la proposition soient satisfaites. Pour
touse >0 et p € (0,pp), ,u?g définie pour tout A € B(R? x R?) par :

71(99)
p) = [ e [ 1 cads (2.31)
g

est une mesure finie invariante pour (Z;);>. En particulier 129 = Aove ot Ao = p2(R? x RY).

Si pg est choisi suffisamment petit (indépendemment de € cependant), la probabilité partant
de Jg; que 71(Jg) appartienne & Jg; est trés grande devant les autres possibilités. Ceci
implique en quelque sorte que A joue un réle “négligeable” dans le probléme. Notons p; un
réel strictement positif tel que p < p1 < po. En prenant en compte le caractére négligeable
de \., le lemme ci-dessus implique alors que les quantités v.(B(z,p1)), ¢ = 1,...,¢ sont
asymptotiquement inter-connectées par les quantités jit?(dg;) et P(r1(dg) = 0g;lz € 0g;), i.e.
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par la maniére dont la chaine squelette charge les voisinages de chaque point critique et par

les probabilités d’aller d’un voisinage & un autre (voir [33] pour plus de détails). Il s’agit
alors d’estimer ces probabilités de transition lorsque ¢ tend vers 0 :

Proposition 2.32 Pour tout v > 0, il existe p et pg tels que 0 < p < pg et tels que pour ¢
suffisamment petit,

V(i,5) € {1...0}2 Vzedg e HEDN <P(ry(9g) = dgj|z € Dgs) < e HE2D],
ouVz,2 € R x RY,  [(z,2') = infrso Ir(z, 7).

Comme on va le voir dans la suite, la fonction W peut alors étre exprimée au travers des
quantités, {I(z},z%), (i,5) € {1,...,0}?} et des {i}-graphes associés a I’ensemble {z},...,2}}.

1977
Rappelons-en la définition. Pour tout i € {1,...,/}, on appelle {i}-graphe (associé a z}) un
graphe orienté sur {z7,... ,z;} ayant les propriétés suivantes :

(1) Pour tout j # i, z; est V’origine d’exactement d’une aréte (orientée) du graphe.
(i) Le graphe n’a pas de cycle.
(i4i) Pour tout j # 4, il existe un (unique) chemin reliant 27 & 2.
On note alors G(i) I’ensemble des {i}-graphes associés & z'. A l’aide des ingrédients
introduits précédemment, on obtient alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.33 ([36]) Supposons que (Hp) et les hypothéses de la proposition soient
satisfaites. Pour toute sous-suite (V:, )n>1 (LD)-convergente, la fonction de taux W associée
satisfait :

Vie{l...(} W(z) =W(z) — min W(z]) (2.32)
je{1,...,0}
ou
Vie{l.../ W(z) ;== mi I(z5,20).
ief{l...0 (=) = min_ oo Iz )
(zF,—25)ELG

Par conséquent, (Ve)cc(0,1] satisfait un PGD de fonction de taux W caractérisée par (227D
et @32 (et de vitesse £2).

2.2.3.3 Concentration de (V:).(o,1] Sur les minima globaux ?

On aborde maintenant le probléme initial posé dans cette section. La famille de mesures
invariantes (1) £€(0,1] S€ concentre-t-elle sur les zéros de b correspondant aux minima globaux
lorsque ¢ =+ 07

Notons d’abord que la concentration de (1/5)86(071} sur les zéros de b correspondant aux
minima locaux ne pose pas de probléme car ces derniers sont les seuls équilibres stables du
systéme Z = b(z) (voir Proposition 4.1 de [36]). En revanche, pour répondre i la question
posée ci-dessus, il faut (et il suffit de) prouver que W (z}) = 0 si et seulement si x] est
un minimum global pour U. Via (232), on est donc ramené & prouver que Argmin)} est
exactement l’ensemble des minima globaux. La forme de W (quasi-potentiel) nous suggére

donc naturellement d’encadrer les quantités (2], z]*), 17

On propose dans la suite une tentative de réponse dans le cas le plus simple : U potentiel
(coercif) double-puits en dimension 1. On note 2] et 23 les deux minima locaux de U et 23
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l'unique maximum local de U. On supposera également que U(2]) < U(z3). Dans un premier
temps, il est relativement simple de montrer que

I(z5,27) = 1(25,25) =0 (cf Lemme 5.1 de [36]).

Pour les autres quantités, 1’étude se divise en deux parties consacrées a leur majoration et
a leur minoration.

Majoration du codit. On veut majorer [(z3,25). Le but est de construire une trajectoire

contrélée z,(23,.) permettant de relier 25 & 23. (et générant si possible un cofit proche de
l’optimal). Notons que sous I’hypothése (Hp), la dynamique du systéme est non dégénérée
aux points d’équilibre (plus précisément, une condition d’hypoellipticité forte (dite de Kal-
man) est satisfaite) ce qui implique que le systéme dynamique est localement exactement
contrélable (& colt faible) au voisinage des 27, j = 1,...,3 (voir Lemme 4.3 de [36]). Ceci
signifie que deux points d’'un voisinage assez proche de z; peuvent étre (exactement) reliés
via une trajectoire contrélée (en un temps fini) et que le colit tend vers 0 lorsque le diamétre
du voisinage tend également vers 0. Ceci nous permet de raccorder seulement les voisinages
des points d’équilibres.
Dans le cadre sans mémoire, i.e lorsque ({)¢>0 est solution de d§; = —VU(&)dt + dB;, un
bon choix est de considérer la trajectoire contrdlée z,(.) telle que p(t) = 2U'(z,(t)). En
effet, supposons par exemple que x5 < z de sorte que U’'(z) > 0 sur (z3,2%). Pour tous
xy < x5 < x5 < 23, , il existe T, tel que x,(x5,7;) = 25. De plus,

1

+00 +0oo
Heha) <5 [ UG o) =3 [ 18,600 wa(s)ds < 20 () - Ula)

Au vu de la forme de la fonction de taux dans ce cadre (rappelée dans l’introduction), il
s’agit d’une majoration optimale.

Dans notre cadre ou le Brownien n’agit que sur la composante en x, on considére la trajectoire
contrdlée z, telle que H(t) = 2y, (t). On est ainsi ramené a I’étude de I’o.d.e.

pour laquelle on réussit & montrer la convergence vers zj (partant de z5 = (25, 0)). Ceci nous
permet de retrouver la majoration du cas standard :

(23, 23) < 2(U(x3) — U(x3)).

La partie minoration est beaucoup plus délicate :

Minoration du codit. A nouveau, prenons en référence ’équation d&; = —VU (&)dt + dB;
(en dimension d cette fois). Dans ce cadre on peut faire usage de la minoration suivante :

() = |i(t) + VU (a(t)]* < 2(2(8)| VU (2(1)))

Par construction, celle-ci nous permet de minorer le cotit de toute trajectoire contrélée allant
de x & 2/ par 2(U(2’) — U(x)) et donc d’obtenir la “bonne” minoration. Si on veut adapter
cette approche a notre cadre, on doit faire face & deux difficultés : on a un défaut d’ellipticité
et surtout, le champ de vecteurs b n’est pas un gradient.
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Une premiére idée consiste & forcer la propriété précédente a fonctionner : d’abord, on
peut toujours se ramener au cadre elliptique car le colit dans ce cadre est forcément plus
faible que dans le cas ou le Brownien n’agit que sur la premiére composante (on a “plus” de
trajectoires contrdlées dans le premier cas). Puis, on peut surmonter la seconde carence en
projetant le champ de vecteurs b sur le gradient d’une fonction de Lyapounov bien choisie.
Nous ne détaillerons pas plus cette idée (voir Proposition 5.1 de pour plus de détails)
et lui préférerons l’approche ci-dessous, qui n’est pas entiérement déconnectée a la premiére
et qui géneére de meilleurs résultats.

Dans notre cadre,

[p(0)* = |2, (t) + e (1)),
L’idée est alors de chercher une fonction £ : R X R — R telle que pour tous ¢ et ¢,
i (8) + Y ()7 > 2(VL (24 (1), 3o ()| (6 (1), 5o (1)))

Comme y = A(VU(x) — y), on peut en posant u = &, reformuler ce probléme de la maniére
suivante : déterminer une fonction £ : R X R — R telle que

V(z,y,u) € R, |u+y* > 2(VL(z,y)|(u,y)"). (2.33)
On obtiendrait ainsi pour tous z,2’ € R?,
I(z,2) 2 2(L(") = L(2))-

Le but étant de maximiser le terme de droite, on cherche un choix optimal de £ dans une
classe de fonctions dépendant de trois paramétres :

Lopr(2) =Lapy(x,y) =al(x)+ By2/2 —yyU'(x).

On obtient alors le résultat suivant :

Proposition 2.34 ([36]) Pour tout « € [0; 2], il existe des constantes explicites m)(«a), (), v* ()
telles que est vraie pour 5 = *(«),y = 7*(«) et pour tout potentiel double-puits U
satisfaisant |[U” || = M < my(«). En particulier, on a pour tous j = 2,3,

161, > UG - Ua).

d’ou ’on déduit le théoréme (qui donne la condition voulue mais sous condition sur ||U”| ).

Théoréme 2.35 ([36]) Supposons U : R — R soit un potentiel double puits tel que les hy-
pothéses du théoréme soient satisfaites. Supposons également que U(z7) < U(%5). Si
U(x3)-U(x3)

W B alors

1U" |00 < ma(cr) avec o = 2

W(z7) < W(z3).

En particulier, (1/5)56(071} converge en probabilité vers z].
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Remarque 2.36 > Les arguments utilisés pourraient se généraliser au cadre multi-puits en
dimension 1 (sous réserve de difficultés techniques). En revanche, le passage a la dimension
supérieure semble lui, beaucoup plus délicat.

I> On peut regretter dans l’approche ci-dessus un c6té “construction a la main” qui n’utilise
pas pleinement les outils du contrdle optimal. On peut penser par exemple au principe du
maximum de Pontryagin (principe d’optimisation sous contrainte). Malheureusement, ce
type d’approche est pour l'instant resté infructueux.

> Comme on peut le voir, le résultat dépend & la fois des hauteurs U(z}) — U(z}) i = 1,2
et de ||[U"||oc. On propose dans la figure ci-dessous de représenter le rapport maximal entre
les hauteurs sous lequel on a convergence vers le minimum global, en fonction de ||U"||x.
L’approche dite “elliptique” évoquée plus haut (mais donnant de moins bons résultats) est
aussi représentée. On constate que la contrainte sur |U” ||, décroit avec \. Par exemple, si
a=1,ie. s U(x}) —U(xy) = 2(U(x}) — U(z})), la valeur maximale de ||U”|« (pour assurer
la concentration de () sur z}) est de I’ordre de 8 lorsque A = 10 et de 0.7 lorsque A = 1.

Admissible value of a for A=1 Admissible value of a for A=10
27 27
Elliptic control
Degenerate control 18f

Elliptic control
Degenerate control

18

16

14r

1.2

s 1

0.8

0.6

0.4
0.2
0 . . | i ] 0

. . . . )
0 2 4 6 8 10 0 10 20 30 40 50
Admissible range of [JU"]| Admissible range of [JU"]|

Figure 2.2 : Valeur de o maximale en fonction de ||[U” |« lorsque A =1 et A = 10.

2.3 Un modéle de bulle spéculative

2.3.1 Introduction

Il s’agit du dernier “volet” concernant des problémes modélisés par des EDS hypoellip-
tiques. Néanmoins, cette section n’a aucun lien avec les précédentes.

Le but de ce travailﬁ est de proposer un modéle simple de dynamique soumise au phénoméne
de bulle spéculative et d’en étudier certaines propriétés. Le modéle proposé est une diffusion
& mémoire qui, aprés quelques transformations peut étre vue comme un processus gaussien 2-
dimensionnel tournant (par tournant, on sous-entend que la matrice 2 X 2 relative au systéme
déterministe associé au modéle a des valeurs propres complexes). Ce dernier est un processus
markovien du second ordre non réversible et on montrera qu’il peut étre construit comme
limite lorsque N — +0o0 du comportement moyen de N investisseurs (de type spéculateur)
en intéraction.

t. “Motivé” initialement par une discussion sur les prix de I’immobilier Toulousain !
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Nous nous consacrons ensuite & une étude fine du temps de retour & un prix donné et
en particulier & la persistance associée : si ’on suppose pour simplifier que le temps de
retour 7 a une loi exponentielle (ce qui n’est en général pas le cas dans notre cadre), alors
la persistance correspond en substance au paramétre de cette loi (voir Section pour
une définition précise). Il s’agit donc d’un paramétre de vitesse de retour & un prix donné.
Dans le résultat principal, on obtiendra & 1’aide de méthodes spectrales ou probabilistes des
bornes explicites pour cette quantité et on prouvera en particulier que la persistance est
essentiellement proportionnelle a la fréquence de rotation w associée au modéle.

Généralités. On rappelle dans un premier temps que l'on parle communément de bulle
financiére ou spéculative, lorsqu’un prix s’éloigne (positivement) de sa valeur “réelle” ou
fondamentale ( méme si celle-ci n’est pas clairement définie en général) & cause d’un phé-
nomeéne de spéculation. Ce dernier peut &tre défini grossiérement de la maniére suivante :
les opérations de ventes ou achats sont réalisées principalement par tentative d’anticipa-
tion des prix futurs (et donc pas sur la seule base de la valeur “intrinséque” de l’actif).
On rappelle également que ce type de phénoméne est assez récurrent, allant de la “tulipo-
manie” ((1634-1637) aux plus récentes bulle Internet (éclatée en 2000) ou immobiliére aux
Etats-Unis (2007). On renvoie & [37] pour un historique plus exhaustif.

Modélisation. Les tentatives de modélisation mathématique du phénomeéne de bulle spécula-
tive sont assez nombreuses. On trouvera un certain nombre de références dans [91] ou dans
les articles récents de Protter [86] et Kiselev [54].

La dynamique proposée ici s’inspire de l’article de Shiller dans lequel le phénomeéne
de bulle est décrit de la maniére suivante : "If asset prices start to rise strongly, the suc-
cess of some investors attracts public attention that fuels the spread of the enthusiasm for
the market : (often, less sophisticated) investors enter the market and bid up prices. This
"irrational exuberance" heightens expectations of further price increases, as investors extra-
polate recent price action far into the future. The markets meteoric rise is typically justified
in the popular culture by some superficially plausible "new era" theory that validates the
abandonment of traditional valuation metrics. But the bubble carries the seeds of its own
destruction ; if prices begin to sag, pessimism can take hold, causing some investors to exit
the market. Downward price motion begets expectations of further downward motion, and
so on, until the bottom is eventually reached.”

De maniére simplifiée, ce paragraphe peut étre réinterprété comme suit : si les prix
montent (resp. baissent), alors, les investisseurs anticipent une montée (resp. une baisse), ce
qui amplifie chaque tendance. Cette citation suggére également que le phénoméne de bulle
spéculative a une dynamique du second ordre. Cela nous conduit & considérer le processus
(Xt)tZO solution de ’EDS unidimensionnelle suivante :

t
vt > 0, dX; = —aXidt + (b/ exp(b(s —t)) dXS> dt + cdBy (2.34)
0

ol a, b et ¢ sont des réels strictement positifs. Le premier terme est un terme de retour a
I’équilibre (nécessaire pour éviter 1’explosion des prix), le second correspond & la modéli-
sation de la dynamique spéculative (moyenne pondérée des variations passées) tandis que
le dernier contient 1’aléa du probléme. Afin d’assurer la prépondérance du phénoméne de
spéculation, on fera le plus souvent I’hypothése que ¢ << b. Comme on peut le voir, le
terme associé & la spéculation est une moyenne pondérée sur le passé proche (la notion de
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proximité dépendant de b) des variations du prix. Notons également que (X;);>o pouvant
prendre des valeurs négatives, il est plutdt & comprendre comme un processus de prix relatif
(au prix intrinséque).

Le modeéle (2Z334) peut &tre compris & partir d’une description “microscopique” du pro-
bléme dont on rappelle ici rapidement 1’heuristique. On considére N investisseurs (de type
spéculateur) et on suppose que chacun a sa propre idée de l’évolution des prix. On note
X (n) := (Xy(n))¢>0, le prix fixé par chaque individu, n = 1,..., N et on note (X}¥);>¢ le prix
moyen

. 1
ve>0, XN .= ~ > Xun).
ne{l,...,N}

On fait I’hypothése qu’a chaque instant ¢, chaque individu a accés a tout le passé de X avant
t et qu'il I'utilise en calculant le ratio (X; — X;_vy(,))/Y(n) pour “anticiper” le prix futur via
la “régle” de spéculation rappelée ci-dessus. Y (n) est une variable aléatoire & valeurs dans
(0,+00) qui représente la taille de la fendtre du passé choisie par l’investisseur. Afin que la
quantité précédente soit bien définie, on fera I’hypothése que X;(n) = 0 sur R_ pour tout
n € {1,...,N}. Avec ces notations, on suppose alors que pour tout n € {1,..., N},

XN _ XN

_X
VE>0,  dXi(n) = —aX,(n)dt + —— =1

) C n
i) dt + cvV'NdBy(n)

ot (B(n))neq1,..,N} est une suite de browniens standards supposés indépendants. Le facteur
V' N (nécessaire pour justifier le passage & la limite) peut s’interpréter comme une amplifi-
cation du bruit lorsque la taille de la population augmente. On en déduit donc que

1 X _XNT( ) 1
ve>0,  dX) =-aXMNdt+ |- Y ————— | dtte— Y dBin).
ne{l,...,N} T(n) \/Nne{l,...,N}

(2.35)
Notons que \/—% Zne{l,...,N} B(n) est un Brownien standard. Si ’on suppose de plus que
la suite (Y(n))pen est i.i.d. de méme loi qu’une variable aléatoire notée Y et que T a une
densité py (par rapport & la mesure de Lebesgue), on peut alors montrer, sous des hypothéses
d’intégrabilité sur T-! que (X' N )N converge étroitement (pour la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts) vers X solution de

. _ 0o ¥, X,
VE>0,  dX, = —aX.dt + / X = Xiw

" pr(u)du + cdBy (2.36)
0

ol (Bt)¢>0 est un mouvement Brownien standard. Bien qu’une justification plus précise ne
soit pas envisagée ici, remarquons cependant que la convergence du terme de “spéculation”
peut &tre formellement comprise via la loi des grands nombres appliquée a la suite (Y(n))nen.

D’aprés la forme de 1’équation ci-dessus, on en déduit donc que ’équation (Z.34) peut &tre
vue comme limite de ce type de systéme de particules si,

Xy — Xy !
p.s., Vt>0, ———pr(u)du=0> | exp(b(s —1t))dXs. (2.37)
0

0 u

On a alors la propriété suivante :
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Lemme 2.37 Supposons que X = (X})icr soit une semi-martingale continue telle que X; = 0
pour t < 0. Alors, (237 est vraie si T a une loi 'y, i.e. si,

vt >0, P (dt) = b*t exp(—bt) dt.

Remarque 2.38 L’idée de la preuve est essentiellement une intégration par parties (Celle-
ci explique aussi I’apparition d’une loi Gamma). La réciproque est vraie sous ’hypothése
f t~ 1Py (dt) < +o00 (hypothése assez naturelle puisqu’elle joue aussi un réle pour assurer la
convergence de (XV)n).

Temps de retour a la valeur d’équilibre. Une quantité (aléatoire) d’intérét dans ce probléme
est le temps nécessaire au processus pour revenir 4 une valeur donnée. Pour simplifier, en
supposant que Xo = xg > 0, on s’intéresse simplement ici &

T := inf{t > 0, X; = 0}. (2.38)

Dans notre probléme, il s’agit de la valeur moyenne & 1’équilibre du processus (voir (239
pour s’en convaincre).

L’objectif principal de la suite est d’obtenir des bornes quantitatives (asymptotiques et non
asymptotiques) pour P(7 > t). Ce travail est divisé en plusieurs parties. On commencera par
effectuer une simplification du probléme, puis on s’intéressera successivement & la majoration
et & la minoration de P(7 > t).

2.3.2 Reformulations du modéle

Le processus solution de (2.34) est markovien d’ordre 2. Plus précisément, a I’image des

diffusions & gradient moyenné, (X;);>0 peut &tre vu comme la premiére composante d’un
processus markovien (Xy,Y})t>0. En posant

t
Y, = b/ exp(b(s —t)) dXs — bX;
0

on montre facilement que (Z;);>0 = ((X4,Y:)")i>0 est solution de
Vit >0, dZ, = AZydt + C dB, (2.39)

o (By)s>( est encore un brownien unidimensionnel,

b—a 1 c
fm (1) e o (8) 210

Le processus (Z;);>0 est markovien et gaussien. Il est également hypoelliptique et converge
lorsque t — 400 vers son unique mesure invariante 4 = A (Og2,Y) ol ¥ est une matrice 2 x 2
non dégénérée (voir [34] pour une forme explicite).

Si les résultats ci-dessus sont valables pour tous a, b, ¢ strictement positifs, la dynamique du
processus est néanmoins fortement dépendante des paramétres. En particulier, on remarque
que :
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e Sia > 4b, A admet deux valeurs propres réelles, A\y := (—a + Va? — 4ab)/2.
e Si a = 4b, A est semblable & la matrice de Jordan 2 X 2 associée & la valeur propre —a/2.
e Sia < 4b, A admet deux valeurs propres complexes conjuguées, A\ : = (—a+iv4ab — a?)/2.

Lorsque a > 4b, la dynamique du processus de (X¢)¢>o est proche d’un Ornstein-Uhlenbeck.
Le phénomeéne de bulle n’apparait que lorsque a < 4b, i.e. lorsque la composante de spécu-
lation devient “prépondérante” devant le terme de rappel a 1’équilibre (voir figure [2.3] pour
quelques exemples de trajectoires). On supposera donc toujours dans la suite que a < 4b.

t

Price X,

5
Time t Time t

Figure 2.3 : Simulations de trajectoires de (X;):>o (gauche : a = 1,b = 5,¢ =1, droite : a = 1,b =
10,c = 5).

Notons
VAab — a? a
w = — et p= 3

w et p correspondent respectivement & la fréquence de rotation et au coefficient de contrac-
tion du systéme déterministe associé. Dans le lemme suivant, on propose via des changements
de base et d’échelle appropriés de ramener 1’étude & un modéle plus simple :

Proposition 2.39 ([34]) Soit (Z;);>0 processus solution de (239). Supposons que a < 4b.
Considérons v € R?\ {0} et notons P, = (v,Bv) o B = 1(A+ pl,). Alors, pour tout
a € R\ {0}, (Z;)¢>0 defini par Z; = \JwaP, ' Z: est solution de

. a . . o (10 (0 -1
dZt— 2th+J2Zt—|—OZCPU Eth ou X = (0 0), J2— <1 0 ), (241)

et W est un mouvement Brownien standard 2-dimensionnel. En particulier, si v = (%(% —

b),1)" et a = %, alors (Z4)i>0 := ((Us, V;)*)i>0 est solution de

S

(2.42)

dUt - —%Ut - ‘/tdt
dVy = =55 Vi + U + V2dW.

ou W est maintenant un Brownien standard unidimensionnel. Par conséquent, en notant
D ={(z,y),z >0}, on a

Yt >0, P(r>t)=P(Vs € [0,t], P, Zus € D) = P(7, > wt)

ou 7 := inf{t >0,Z; € P,'D}.
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Remarque 2.40 > Le dernier résultat montre que, sous réserve d’une rotation du domaine,
on est ramené i étudier le probléme pour (2.42). Les assertions suggérent également une
propriété de proportionalité vis-a-vis de la fréquence de rotation et une indépendance vis-a-
vis du paramétre de variance ¢ (la composante Brownienne dans est normalisée). Ces
remarques seront confirmées dans les résultats principaux. On peut pour l’instant illustrer
ces propriétés via la figure [2.4] qui montre que la loi de 7 se démarque trés nettement de

celle relative au temps d’atteinte de 0 lorsque le processus est un Ornstein-Uhlenbeck.

> La simplification obtenue ci-dessus jouera principalement un réle dans la partie minoration
dans laquelle les outils d’étude spectrale sont techniquement difficiles & porter dans un cadre
général.

Bubble Process
Ornstein Uhlenbeck

Figure 2.4 : Approximation des densités de 7 relatives & (X;);>0 et & un Ornstein-Uhlenbeck
(avec méme terme Brownien et paramétre de drift choisi pour que les mesures invariantes
coincident).

2.3.3 Majoration de P(7 > t)

Dans ce cadre tournant, I’idée de la majoration est assez simple. En effet, la période du
systéme déterministe étant égale & 27 /w, on en déduit facilement que

DO | —

Ve >0, E[Xz]<0 = P(Xz]>

w

car X~ est une variable aléatoire gaussienne donc symétrique. Ainsi,

w

T 1
sup P (7> —) < 2
@ypep TN T w72

Un raisonnement itératif s’appuyant sur la propriété de Markov forte permet alors d’en
déduire :

Théoréme 2.41 ([34]) Soit (Z;);>0 solution de (239 avec a < 4b. Alors, pour tout (xo, o) €
R? tel que z > 0,

log 2
Paoyo) (T >1) < 2exp <—£wt> .
T
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Remarque 2.42 > Dans I’inégalité ci-dessus, les points importants sont I’indépendance de la
majoration vis-a-vis du point de départ et de la variance ainsi que la proportionalité vis-a-vis
de la fréquence de rotation (déjd mentionnée précédemment).

> Le résultat peut s’étendre au temps de sortie de secteur angulaires
Soyo ={(z,y) € D,ajx <y < asx} (avec ag < az).

Au vu de ’esquisse de preuve ci-dessus, on pourrait s’attendre & remplacer 7 par 65 —6; dans
I’inégalité. Cependant, la vitesse de rotation du systéme déterministe n’étant pas constante

(& cause de la contraction), 7 est en fait remplacé par : Arctan(_(§ —b—ag)) — Arctan(_(§ —

1 1
b— 041)).

2.3.4 Minoration de P(7 > t)

La minoration pose plus de problémes. Pour cette partie, nous proposons deux ap-
proches : spectrale et probabiliste.

2.3.4.1 Approche spectrale

Cette approche du probléme est basée sur la proposition suivante :

Proposition 2.43 Soit (Zt)tZO un processus de Markov a valeurs dans RY de générateur infini-
tésimal L et de distribution initiale mg. Soit S un domaine de R?. Supposons que mg(S) = 1
et notons 7 := inf{t > 0, Z; € S°}. Alors, s’il existe une fonction bornée f : R? — R apparte-
nant au domaine de L et A € R tels que

{ froas =0, fis>0 et (2.43)

VeeS, Lf(x)>-\f(x)

alors, E,,,[¢*"] = +00. Par conséquent,

1
limsup — i log (P (7> 1)) < A.

t—+o0

Vu sous cet angle, le probléme revient donc & construire une solution de (2.43). D’aprés
la proposition (2.39), on peut se ramener & I’étude de (2.42). Pour simplifier un peu plus
I’étude, on considére en fait dans un premier temps la version elliptique (2-dimensionnelle)
de (2.42)

d&; = —p& + Jo& + dWy, (2.44)

oit (W})i>0 est un Brownien standard 2-dimensionnel. La dynamique déterministe nous sug-
gére alors de considérer le générateur infinitésimal £, en coordonnées polaires. On a :

1 1
Lo = —pro,. + 0y + 0% + ;& + ﬁag. (2.45)

D’aprés la proposition ci-dessus, I’idée naturelle est de tenter de résoudre L.f = —\f (avec
les conditions sur f de (2.43)). Malheureusement, ce probléme ne semblant pas soluble
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explicitement, on raisonne dans un premier temps en “oubliant” les dérivées en r. Cela nous
méne alors i ’équation du second ordre (& r fixé strictement positif)

rGL0) + GLO) = ~NGr(0), —5 <0< T

Cette équation admet une solution satisfaisant G.(§) > 0Vl € (=5, 5) G(7/2) = G.(—7/2) =

2
0 si et seulement si A\, = T% + %. Dans ce cas, l'unique solution est donnée par

2

VO € [-7/2,7/2], Gr(0) := e 2%cosH.

Lorsque que l’on “réinjecte” les dérivées en r dans le probléme, on choisit de chercher g
solution de L.g > —\g sous la forme

g9(r,0) = re? O cos(9), 0 e [—g g] >0 (2.46)
ou [ est négative sur [—7/2,7/2]. Notons que g est donc bien une fonction bornée nulle au

bord et strictement positive & I’intérieur. Sous cette forme, L.g prend une forme relativement
agréable :

v(r.0) € RY x | Leg(r,0) = [1(0)r* + ¥2(0)] 9(r.6)

7T7T]
272

P1(0) = —2pB(0) + B'(0) + (48°(9) + (B'(9))?)
P2(0) = —p +8B(0) — (1 +26'(9)) tan 6 + 5" (6).

En particulier, cette formulation nous montre que si I’on veut minorer le ratio % (uni-
formément en (7,0)), il nous faut construire 3 sur (—7/2,7/2) telle que 1)1 est positive sur
(—m/2,7/2) et telle que

limsup1+25'(0) <0 et 1(3111 inf 14 25'(0) > 0, (2.47)

9—)% - 2

afin que v, soit minorée sur (—m/2,7/2). Notre meilleure solution (i.e donnant le A\ minimal)
est alors donnée par la proposition suivante :

Proposition 2.44 ([34]) (i) Soit p > 0 et g donnée par ([2.4€) avec

_ )i =Vv3) ift0el-57)
ﬁw)_{ (sin(20) — v/3) if 0 € [Z,Z).

Alors, pour tout (r,0) € R} x [—m/2,7/2]\{n/4},

(2.48)

N

Leg(r,0) > —X,g(r,0) oa X, =2V3+p.

(ii) Soit p > 0 et ()10 solution de (ZZD. Alors, pour tout (zg,yo) € R? tel que z¢ > 0,

1
lim sup 5 10g(P(29,y0) (T > 1)) < 2V3+p

t—+o0

ou 7 :=inf{t > 0, (&)1 < 0}.
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Bien que l'approche elliptique ne fournisse pas d’outils concrets pour répondre a la
question dans le cas hypoelliptique, elle permet néanmoins de donner une idée de la forme
d’une “bonne” fonction et des difficultés du probléme. Sur ce dernier point, on remarque
notamment la condition (ZZ7) qui est particulidrement contraignante au voisinage de /2.
En effet, la dynamique déterministe “incite” le processus a sortir et il est alors beaucoup
plus coliteux pour ce dernier de rester dans le domaine.

Si ’on considére maintenant le systéme hypoelliptique (242D, on remarque que l’absence de
Brownien sur la premiére composante amplifie la difficulté soulevée ci-dessus. Lorsque 1’on
est proche de 7/2, la seule possibilité pour rester dans le domaine est d’avoir un Brownien
trés négatif pour repasser trés vite dans le quart de plan inférieur {(z,y),z > 0,y < 0} (voir
figure partie gauche). Afin de moins subir ce probléme (et aussi pour gérer la rotation
mentionnée dans la remarque (2.40)), on propose de restreindre le domaine &

S :={(rcosf,rsinf),r > 0,6 €] — g’ Z[}

Remarque 2.45 Cette restriction a bien un sens pour la minoration puisque si A C B et
TA, Tp désignent respectivement les temps de sortie de A et B, alors pour tout x € A,
P,(t5 > t) > P,(74 > t). Lorsque la loi initiale relative & 75 a un support non contenu dans
A (comme c’est le cas dans la proposition ci-dessous), ce type d’argument peut encore &tre
utilisé pour une minoration asymptotique sous réserve de possibilité de retourner dans A
en un temps fini avec probabilité strictement positive (ce point pouvant se traiter via un
argument de contrdlabilité).

Le générateur de L} de (2.42) (en coordonnées polaires) s’écrit (sous la forme moins agréable)

. 2 . . 2 2
sin“f .,  sinfcosf sinfcosf .,  cos“0 cos“ 0 o
Ly =—pro.+ 0y + 5 Or, — 2 Op + " 07 + o O + 5,2 o (2.49)
et on cherche cette fois g sous la forme
g(r,0) = r”'y(@)eﬁ(e)r2, (2.50)

ol 7 est une fonction strictement positive sur [—7/2,7/4] et nulle au bord tandis que [ est
négative sur ce méme intervalle. Via une décomposition de £;¢g/g similaire au cas elliptique
(mais plus compliquée), on obtient le résultat suivant :

Proposition 2.46 ([34]) Soit p > 0.
(i) Soit g définie par avec n = 2,

— sin(26) sife |-

2.51
cos?(m/4+0) sife[— (25D

v(0) =

INERNE]

et B(9) = —1. Alors, pour tousr >0 et § €] — 2, Z[\{-Z},

ﬁhg(n 9) > _(3 + 2p)g(7“, 9)
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(ii) Par conséquent, pour tout demi-plan ouvert H tel que S C H, pour toute mesure de
probabilité mg sur R? telle que mo(H) =1, on a

1
lim sup — log (P, (e > t)) < 34 2p.

t—+o0

Une représentation de 6 — ¢(r, ) est donnée dans la figure 2.5 (partie droite). La dissymétrie
de cette fonction nous est techniquement nécessaire. Celle-ci peut elle-aussi s’interpréter
comme une conséquence de la dynamique de rotation. A 1’aide de la proposition 239] on

1.5 pil2 Brownian displacement 1 0.35F =2

0.3

y
o
N
—
g(rtheta)
; o
N
T
~—

-0.51 \ s i 1 0151 /
/
-1 ~ — ~ Brtﬁnian displacement 0.1F /
L5t -pir2 1 0.05} /
2 L L L L L I T e

0
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 -2 -1.5 -1 -0.5 0 05 1
X theta

Figure 2.5 : Gauche : dynamique du systéme déterministe et direction possibles pour le
Brownien. Droite : § — g(r,6) pour plusieurs valeurs de 7.

peut maintenant énoncer le résultat principal de minoration pour 7 :

Théoréme 2.47 ([34]) Soit (Z;)¢>¢ processus solution de ([2.39) avec (1 + %)a <b. Soit T =

inf{t > 0, X; = 0}. Alors, pour toute loi initiale mg sur R? telle que mo({(x,y),z > 0}) =1,

1 a
lim sup ——log(Pp,, (1 > 1)) < (3 + —) w.
t—+oo L w
En particulier, il existe une constante C positive (dépendant de mg et des paramétres a, b
et c¢) telle que
vt >0, Poolm > t] < Cexp(—4wt).

Remarque 2.48 La seconde assertion se déduit de la premiére en remarquant que 3 + % <4
lorsque (1 + %)a < b. On peut noter que la borne obtenue tend vers 3 lorsque a tend vers
0 (cadre ou la composante spéculative est forte).

2.3.4.2 Approche probabiliste

L’approche précédente ne permet pas réellement une compréhension dynamique du pro-
bléme. En particulier, elle ne permet pas d’avoir une idée du comportement du processus

conditionné & ne pas sortir. Sans répondre totalement & cette question, on propose dans
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cette partie de retrouver une minoration en construisant explicitement un conditionnement
qui assure une “survie” du processus.

Le principe de la construction suggérée ci-dessus est basé sur les ponts (de diffusion) associés
a (Zt)tZO := (U, Vi)i>0 solution de (ZZ2). Dans ce cadre gaussien, le point intéressant est
que les ponts le sont également. On a :

VI >0, Vuel0,1], L2922 =) =N ( D (20, 27, 0D (20, zT)>
ou nq(LT)(zo,zT) = (ngT)’lmgT)’Q)(zo,zT) € R? et al(?(zo,zT) € M, sont explicitables (voir [34]
pour plus de détails). En particulier, on peut obtenir le résultat suivant :

Proposition 2.49 ([34]) Pour tous 29,21 € R? et u € (0,1), on a

Tlgng(nuT Myt )/(307 zT) = Pzo,2r (u) et TIE& Our (z07 zT) =0
N xo + (x7 — X9 3u? — 2u3
oa Vue[0,1], Pzo,27 (u) := < 625(1 _ u)()x(o —a7) ) :

Remarque 2.50 Ce résultat peut s’étendre d& une convergence fonctionnelle : si I’on note

T . . s . 5
(fiT)(zo,zT))ue[Oﬂ, le processus solution de (242D issu de zp et conditionné par Zr = zr,
alors

T),1 T),2 T—0 cey 2
((quT) aTgiT) )(ZOaZT));e[OJ} o Pzo,2¢ €0 probabilité,

pour la convergence uniforme sur C([0, 1], R?).

La proposition précédente implique en substance que lorsque 7' est petit et que |z — x| < 1,
la dynamique du processus est essentiellement verticale (avec grande probabilité puisque
la variance tend vers (). En s’appuyant sur des versions légérement plus précises des as-
sertions précédentes, on en déduit alors qu’on peut construire une boite B incluse dans
D = {(x,y),z > 0} telle que pour T suffisamment petit,
inf P(r>T|Z2 = 27) > e > 0.
20,27€B
La construction globale de trajectoires ne sortant pas de D est alors obtenue en itérant ce
procédé via la propriété de Markov et en utilisant les propriétés complémentaires suivantes :
— B est un ensemble accessible : pour tout 2y € D, il existe Ty > 0 tel que P(Z;g €B)>0
(propriété basée sur un argument de contrdlabilité).
— la probabilité d’étre dans B & l’instant 7" en partant d’un point de B est minorée :
VT € (0,1], inf, epP.,(Z7 € B) > 0.
Ces ingrédients nous permettent alors de retrouver une version non quantitative de (247D (ii).
Via le changement de variable proposé dans la proposition 239, on retrouve ensuite une
versions elle-aussi non quantitative de (voir Proposition 35 de [34] pour plus de
détails).

Remarque 2.51 L’obtention de bornes quantitatives compétitives pourrait étre envisagée
mais semble trés difficile via cette approche. En particulier, le choix de 7' semble probléma-
tique. Si T est petit comme c’est le cas ici, les bornes obtenues sont automatiquement mau-
vaises (I'itération a un cofit). Cependant, si 7' est plus grand, la quantité inf, cp P, (Z7r € B)
se dégrade fortement (car le systéme tourne) et la probabilité que le pont ne sorte pas du
domaine également.
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2.3.5 Mesure quasistationnaire et persistance

Les problémes abordés ci-dessus sont fortement reliés aux mesures quasistationnaires
de (Z,7)i>0. On rappelle que une probabilité vp sur D = {(z,y),z > 0} est dite quasi-
stationnaire si

Vt >0, VAeB(D), P,,(Z € AlT>t)=vp(A).

On montre alors via la propriété de Markov (voir e.g. [19]) que si vp est une probabilité
quasi-stationnaire, alors 7 a une loi exponentielle sous la loi P,,. En d’autres termes, il
existe A\g(vp) € Ry tel que

Vt >0, P, (1>t)=exp(—Xo(vp)t).

On appellera alors persistance ou vitesse d’extinction la quantité \o(vp). Notons que celle-
ci est définie de maniére intrinséque lorsque vp est unique. Ce type de propriété n’est pas
démontré dans ce cadre (voir la section [24] pour plus de détails sur le sujet). Néanmoins,
les bornes obtenues dans l’article nous permettent d’avoir des bornes uniformes pour cette
quantité.

Proposition 2.52 ([34]) Supposons que (1+ %)a < b. Considérons (Z;)¢>( solution de (239
et 7 = inf{t > 0, X; = 0}. Le couple (Z, T) admet au moins une probabilité quasi-stationnaire
vp. Pour une telle probabilité, on a

In2
—w < Ao(vp) < 4w.
T
Comme cela a été annoncé au début de la section, on constate donc que dans ce type de
modeéle, la persistance est essentiellement proportionnelle 4 la vitesse de rotation du systéme

déterministe.

2.4 Commentaires et perspectives

A propos du modéle de gradient moyenné. Les résultats obtenus sur ce modéle d’ordre
2 dégénéré sont de deux types. Dans le premier travail (cf section 21D, on s’est attaché a
comprendre de maniére exhaustive le comportement asymptotique du processus en fonction
de la mémoire tandis que dans le second (cf section [2.2)D, on s’est focalisé sur la convergence
de la mesure invariante vers les minima globaux lorsque le processus est markovien ergo-
dique, t.e. lorsque la mémoire est exponentielle. Bien que ces travaux développent certains
outils nouveaux pour 1’étude des modéles d’ordre 2, ils ne permettent pas pour l'instant de
répondre a l'une des questions posées initialement : dans quels cas ce type de dynamique
d’optimisation est-il efficace 7 Outre le fait que la “concentration” de la mesure invariante
ne soit établie dans un cas simple (et sous hypothéses), il manque aussi un outil important :
des bornes quantitatives pour la convergence & 1’équilibre du semi-groupe (la proposition
basée sur des méthodes de type Meyn-Tweedie fournit un résultat non quantitatif).

Afin d’obtenir une convergence (quantitative) dans L? (1) (ou p désigne la probabilité inva-
riante), une méthode classique consiste & prouver une inégalité de Poincaré pour la mesure
invariante. Une telle technique consiste & contrdler la norme L? (ou plutdt sa variance)
d’une fonction par son énergie, en l’occurence la moyenne (sous la mesure invariante) du
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carré de son gradient. En particulier, la meilleure constante dans 1’inégalité de Poincaré
donne le meilleur exposant dans la convergence exponentielle du semi-groupe vers sa me-
sure d’équilibre. Ce type de résultat n’est a priori pas accessible dans les modéles considérés
ici. Néanmoins, depuis les travaux de Villani ([96]) dans le cadre hypocoercif, des outils
efficaces ont été développés pour contourner 1’inégalité de Poincaré (voir e.g. [70], 5]) afin de
retrouver des convergences exponentielles dans L? (1) (dans un sens affaibli). Il semble que
certains de ces outils puissent &tre adaptés ici. Néanmoins, la difficulté principale semble
résider dans le caractére non explicite de la mesure invariante dans notre modéle. Ceci pose
en particulier probléme pour obtenir une inégalité de Poincaré “classique” pour la mesure
invariante, i.e. vis-a-vis de 1’opérateur non dégénéré, propriété qui joue un réle important
dans ces travaux.

A propos du modéle de bulle spéculative.

— Un modéle un peu plus complexe ? Le modéle de bulle spéculative présenté précédem-
ment a pour intérét de proposer une dynamique naturelle correspondant au phénomeéne
de spéculation. Néanmoins, il est naturellement trop simple pour &tre réaliste. Parmi
les imperfections de ce modéle, on peut penser en premier lieu au caractére non minoré
du processus. Si pour la question du temps de retour en zéro étudiée ici (& comprendre
dans un sens relatif), il ne s’agit pas d’un réel probléme (puisque l'on s’intéresse a la
dynamique avant le retour au prix intrinséque), cela devient un peu plus génant lorsque
I’on cherche & modéliser cette dynamique de maniére globale. D’un point de vue plus
général, le modéle manque actuellement de dissymétrie, notamment aux sens suivants :
d’une part, la dynamique de montée d’un phénomeéne de bulle est généralement diffé-
rente de celle de descente dont la pente est souvent plus forte. D’autre part, on peut
imaginer que la spéculation est un phénomeéne plus présent lorsque le prix dépasse le
prix intrinséque que dans le cas contraire. Notons que ce dernier point peut rejoindre
le probléme de positivité évoqué précédemment. Les pistes possibles pour gérer ces
dissymétries sont nombreuses. Pour la question de la dynamique et de la valeur du
processus lorsque celui est en-dessous du prix intrinséque, on peut penser a considérer
une fonction du prix relatif qui “écrase” les faibles valeurs et ses variations. De méme,
pour celle de la dissymétrie entre les montées et les descentes, une idée simple consiste
& introduire de la non-linéarité dans le terme de spéculation, 7.e. que la dynamique
de spéculation dépende du signe des variations passées du processus. Du point de vue
théorique, ces idées ont le défaut de faire disparaitre le caractére gaussien du proces-
sus. Afin de préserver cette propriété, on pourrait aussi envisager de considérer des
modaéles d’ordre supérieur (voir [34] pour plus de détails sur ce sujet).

— Mesures quasistationnaires. La question de 1'unicité de la probabilité quasi-stationnaire
vp introduite dans la section n’est pas résolue. L’obtention d’une telle pro-
priété est en général fortement reliée au retour de l’infini : si (X;);>o est une dif-
fusion en dimension 1 et que 7 désigne le temps d’absorption en 0, ’unicité est quasi-
équivalente (sous réserve de non-dégénérescence) a la condition (dite de retour de
Vinfini) : sup,.; Ez[71] < 400 o 7 = inf{t > 0, X; = 1}. Ceci implique en particulier
qu’un processus de Ornstein-Uhlenbeck (O.U.) n’admet pas une unique mesure quasi-
stationnaire. En effet, en dimension 1, revenir de l'infini “rapidement” n’est possible
que si la force de rappel est plus que linéaire (on peut penser par exemple a la diffusion
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dite logistique, voir [13]).

En dimension 2, le probléme semble &tre fonction des valeurs propres de A. Lorsque
les valeurs propres sont réelles, le comportement étant fortement relié & celui d’'un
O.U. réel, il est & peu prés clair que I’on n’a pas unicité. En revanche, lorsque A est a
valeurs propres complexes, le caractére tournant de la dynamique déterministe permet
au processus de revenir trés rapidement prés de la frontiére. Bien que cette propriété
laisse penser que l'on puisse espérer 1’unicité de la QSD dans ce cadre, elle n’est
clairement pas suffisante. En effet, si ’on se référe aux récents critéres (probabilistes)
établis dans [14], se rapprocher de la frontiére rapidement est en quelque sorte une
condition nécessaire mais pas suffisante. Il faut en fait montrer que l’on retourne
rapidement dans un compact du domaine. Dans le cas ou le domaine est 1’ensemble
D considéré dans la section précédente, la difficulté principale revient & prouver que
lorsque ’on est proche du “point” (0,+00), alors, conditionnellement au fait de rester
dans le domaine, on revient rapidement dans un compact. Ce travail est actuellement
en cours d’étude.






Chapitre 3

Approximation du régime stationnaire de diffusions et
problémes associés

Ce chapitre est une synthése de travaux liés & ’approximation du régime stationnaire (au
sens marginal ou fonctionnel) pour des processus de Markov et en particulier pour les
diffusions. Aprés un état de l’art, on s’intéresse dans la section a la convergence et
a la vitesse de convergence d'un algorithme pour l’approximation fonctionnelle du régime
stationnaire. Cette procédure étant a priori coiteuse (dans un cadre fonctionnel), on propose
ensuite (Section [B3) d’étudier un algorithme alternatif moins moyennisant dit mixed-step
pour lequel on établit également des résultats de convergence et de vitesse. On développe
en particulier une méthode de Richardson-Romberg dont I’optimalité du point de vue de la
variance asymptotique dépend des propriétés de confluence de la diffusion. Plus exactement,
cette derniére requiert une propriété de confluence asymptotique faible : 1’unicité de la
mesure invariante relative au systéme dupliqué, ¢.e. du systéme dynamique constitué de
deux trajectoires issues de la diffusion originelle. L’étude de ce probléme est 1’'objet de la
section [3.4] Ces parties s’appuient principalement sur les articles [76l, [78l, et [65].

3.1 Etat de l’art

La connaissance du comportement i 1’équilibre d’un systéme dynamique est une question
importante pour la pratique mais souvent non soluble explicitement. Il est donc naturel
de chercher & développer des algorithmes (efficaces) permettant son approximation. Dans
le cadre des processus aléatoires markoviens, il s’agit d’approcher la (ou les) mesure(s)
invariante(s) du systéme ou plus généralement, la loi du processus lorsqu’il évolue en régime
stationnaire. L’idée de base d’approximation de ces probabilités est d’exploiter les propriétés
de convergence en temps long vers ces derniéres. Pour un processus de Markov ergodique
(X¢)t>0 de semi-groupe (F;);>¢ et de mesure invariante v, on peut envisager deux types de
convergence (lorsque t — +00) :

— Convergence en loi : Pi(x,.) — v ou plus généralement, £(X/ ) — P, ou X, =

(X s)s>0 et P, désigne la loi de (X;);>0 en régime stationnaire, i.e. de loi initiale v.

— Convergence p.s. de la mesure empirique (ou d’occupation) marginale ou fonctionnelle :

I I
—/ Oxzds = v p.s. ou —/ Oxe ds =P, p.s.
t 0 E] t 0 s+.

ou “=—” désigne la convergence étroite.
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L’ensemble des travaux qui vont suivre est basé sur la deuxiéme approche qui, du point
de vue numérique, a un avantage certain : elle ne nécessite la simulation que d’une seule
trajectoire. Dans ce cadre, le but est alors de construire une suite de mesures empiriques

() simulable telle que
n—

Un(w, dy) "Z° u(dy)  p.s. 3.1

Dans le cadre des diffusions browniennes, les premiers travaux remontent au début des
années 90. Dans [94], I’idée est de baser la construction de ’algorithme sur un schéma d’Euler
(ou de Milstein) & pas constant v associé a la diffusion, noté (Xg’y)nZ(L Pour chaque v > 0, on
considére alors (7, Jn>1 la suite de mesures d’occupations relative a ce schéma d’Euler. Sous
des hypothéses de Lyapounov et d’uniforme ellipticité, Talay obtient la convergence lorsque

n — +oo de () )p>1 vers l'unique mesure invariante 7 de la chaine de Markov (X,},),>0 et
celle de v7 vers v lorsque v — 0.

Afin d’éviter cette double convergence, on peut tenter de gérer conjointement 1’erreur relative
au temps long et celle liée & la discrétisation. Il s’agit alors d’introduire un schéma de
discrétisation & pas décroissant vers (. C’est le point de vue de Lamberton et Pagés ([58], 59])
qui obtiennent des résultats de convergence et de vitesse de convergence de la suite de
mesures d’occupation relative & ce schéma via des arguments principalement basés sur des
méthodes de martingales. Ces résultats ont ensuite été étendus par Lemaire ([62] [64]), & des
diffusions & drift non lipschitzien par exemple, et par P. ([80, [82] [81]) & des EDS dirigées par
des processus de Lévy. Avant de détailler les résultats les plus récents sur le sujet, on propose
dans la suite de cette section de rappeler les principaux résultats existants (essentiellement
dans le cadre des diffusions).

Considérons (X;);>0 processus & valeurs dans R% solution de
dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)th, (32)

oit (W)i>0 est un mouvement brownien standard ¢-dimensionnel et les coefficients b : RY —
R? et ¢ : R? — My, sont des fonctions continues (M, est 1’ensemble des matrices a d
lignes et ¢ colonnes). Sous réserve d’existence forte et d’unicité des solutions, (X;);>0 est
un processus de Markov homogéne de semi-groupe (P );>0 et de générateur infinitésimal A
défini pour toute fonction f : R? — R de classe C? par

Ve e R, Af(z) = (VI(@)b() + 5 Tr(o" @)Df (x)o(x))

ou Vf :RY = R? et D’f : R — My 4 correspondent respectivement au gradient et & la
hessienne de f. Lorsque X a pour loi 4, on notera [P, la loi (globale) du processus (Xt)e>0
(pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact sur C(R, Rd), espaces des
fonctions continues de R, de R?), de loi initiale s.
Schéma d’Euler & pas décroissant. Soit ('Yn)nZl une suite décroissante de réels strictements
positifs telle que

lim -, =0.

n—-+00

La suite (y,)n,>1 jouant le rdle des pas de discrétisation, on introduit également la suite
(I'n)n>0 des instants de discrétisation : I'g = 0 et

n
Yn>1, I, = Z%’
k=1
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et on fait I’hypothése que I';, — +00 lorsque n — +00.

Le schéma d’Euler & pas décroissant associé (Xr, ),>0 est alors défini par
Xo=z€eR’  Xr,,=Xr, +1b(Xr,) + o(Xr,)(Wr,,, — Wr,). (3.3)

Comme on peut s’en douter, on peut, dans une partie importante des résultats ci-dessous,
remplacer les accroissements du Brownien par une suite (/7,Uy)n>1 ot (Uy,),>1 est un bruit
blanc. On préférera ici se limiter au cadre le plus naturel.

On associe & ce schéma une suite de mesures empiriques (Dﬁ)nzl définie p.s. par
1 n
vn(w, dw) = 7 kzlnmxrk_l (3.4)

ot (7g)k>1 est une suite de de réels strictement positifs telle que

n
Hn = an ———wo —|—OO
k=1

Remarque 3.1 7] est une discrétisation naturelle de la mesure d’occupation r, ! fOF” Ox.ds
lorsque 7, = 7,. Bien que la question de l’optimalité du choix des poids soit relativement
difficile, on peut au vu des travaux de Lemaire ([62]) remarquer que 7, = 7, est aussi
un “bon” choix. Enfin, supposer que 7, = 7, simplifie souvent de maniére importante les
énoncés et les arguments de preuve. C’est pourquoi, les résultats seront souvent énoncés
dans ce cadre. Pour terminer, notons cependant que, méme dans ce cas, les mesures & poids
généraux jouent un réle non négligeable puisqu’elles apparaissent de maniére naturelle dans
I’étude des vitesses.

Résultats de convergence. On commence par rappeler des résultats de convergence p.s. pour
la suite (v, (w, dx)),>1 vers I’ensemble des probabilités invariantes de (32). Ceci suppose en
particulier I’existence de ces derniéres. Celle-ci est assurée par une hypothése de Lyapounov
construite via une classe de fonctions coercives dites Essentiellement Quadratiques : on note
EQ(R?), ’'ensemble des fonctions V : R? — R% de classe C? telles que

3p>0, liminf 2"V (z) >0, |[VV]>?<CV et D?V est bornée.

|z|—+o00

L’hypothése lim|,|_, o [#|7?V(z) > 0 implique la coercivité de V' : limj, o V(7) = +oo.
Cette derniére est en faite une hypothése suffisante pour une bonne partie des résultats.
Un des intéréts de ’hypothése de coercivité renforcée introduite ci-dessus est d’avoir 1’équi-
valence suivante : g est & croissance polynémiale si et seulement s’il existe 7 > 0 tel que
lgl < CVT.

Pour une matrice symétrique S de My 4, on note aussi )\JSF :=max(0,A1,...,Ag) o0 Aq, ..., \g
représentent les valeurs propres de S. On peut maintenant introduire I’hypothése de Lya-
pounov dépendant de a€ (0,1] et pe [1, +00) :
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(Sap) : Il existe V € EQ(R?) telle que

(i) 3C, > 0 tel que |b? + Tr(oo*) < C, V.
(17) 11 existe k1 € R et kg > 0 tels que (VV,b) + A\, Tr(o0™) < k1 — koV'7,
R

O Ap =5 SUD Apey )i p-)

tion de Lyapounov pour la diffusion (X;)i>o.

vvavy - Sous I’hypotheése (S, ), la fonction V est appelée fonc-

Si (Sa,p) est vraie pour tout p€ [1,00), I’hypothése est alors notée (S o). On peut remarquer
que (Sa o) est satisfaite dés que |b]* < O, V%, (VV,b) < k1—kaV® (kg > 0) et Tr(00™) = o(V).

Remarque 3.2 > En s’appuyant sur le caractére symétrique de la gaussienne, on peut affiner
I’hypotheése (ii) et la remplacer par : il existe a € [0, 1], il existe p > 0, K, > 0 et M, > 0 tels
que

(p—1) 0" VV(x)]?
2 V(x)

Vel > My, (VV]b)(x) + %Tr(aa*)(m) + <—w Vi) (3.5
Ce raffinement permet en particulier de gérer des cas critiques tels que des diffusions a
rappel (trés) faible ou des systémes dynamiques ot ’intégrale brownienne génére elle-méme
sa stabilité (voir pour plus de détails).

> L’hypothése (Sap)(i) implique en particulier que b est & croissance sous-linéaire. Parmi
les solutions pour s’abstraire de cette hypothése, on peut citer 1’article dans lequel
I’introduction d’un pas adaptatif dans la procédure décrite ci-dessus permet de gérer I’erreur
liée 3 la discrétisation de la partie drift lorsque celui a une croissance surlinéaire (qui est
trop forte lorsque le pas est déterministe).

Rappelons maintenant un résultat de convergence associé a (i (w, dz)),>1 (issu de [59]).

Proposition 3.3 Supposons que (S, p) soit satisfaite avec p > 2 et a€ (0,1]. Supposons que
(Mn/n)n>1 soit décroissante. Alors,

(i) La suite () (w,dx)),>1 satisfait

sup 7 (w, V21971 < 400 p.s. (3.6)
n>1
En particulier, (7, (w,dz)),>1 est p.s. tendue.
(ii) Toute valeur d’adhérence de (v (w,dz)),>1 est p.s. une probabilité invariante pour
(X¢)t>0. En particulier, lorsque cette derniére (que l’on notera v) est unique alors, pour
toute fonction continue f : RY — R telle que f(z) = o(VZt*!(z)) lorsque |z| — +oo,
on(w, f) Do, v(f) p.s. Par conséquent, sous I’hypothése (Sa ), la convergence précé-
dente vaut pour toute fonction continue a croissance polyndémiale.

Remarque 3.4 Dans le méme sens que la remarque[32, on peut & nouveau noter que le cadre
proposé ici peut &tre étendu. L’hypothése de décroissance de (1,/7,)n>1 simplifie la preuve
mais n’est pas indispensable. De méme, on peut en renforgant légérement 1’hypothése de
Lyapounov étendre la convergence a des fonctions & croissance sous-exponentielle (voir
pour plus de détails).
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Vitesse de convergence. En accord avec la remarque [3.1], on suppose dans cette partie que
pour tout n > 1, 7, = 7, et on note (V,(w,dz)),>1 la suite de mesures empiriques dans
ce cas. On suppose également que la probabilité invariante notée v est unique. Le but
du résultat ci-dessous est d’obtenir pour une fonction f donnée, un TCL pour la suite de
variables aléatoires réelles (v (w, f)—v(f))n>1. Ce type de résultat s’appuie sur une hypothése
d’existence de solution a I’équation de Poisson : on suppose qu’il existe ¢ : R? — R telle que
Ag = f —v(f). A temps continu, ce type d’hypothése se comprend trés simplement via la
formule d’Ité (ou de Dynkin dans un cadre plus général). En effet, dans ce cas,

1 _— g(X) —g(Xo) 1 [t )
t/o f(Xs)d /Ag /O(Vg(Xs)\ (X,)dB,) (3.7

t t

et I’on déduit alors facilement (sous hypothéses sur A, f et g adéquates), via un TCL pour
la martingale Brownienne, que

=(/ F(Xds - /1)) = N0

/ 0" VgPdv = / o (2)Vg(x) Pw(de) = —2D, (g)

ot D, est la forme de Dirichlet sur L?(v) définie par D,(g) = [g(x Jv(dx).

Dans un cadre discrétisé, 1’'idée rappelée ci-dessus (v01r e.g. [8] pour plus de détails) joue
toujours un réle important mais le probléme est plus délicat mettant en compétition 1’erreur
de discrétisation et I’erreur en temps long. Introduisons d’abord I’hypothése d’existence de
solution & ’équation de Poisson (relative & une fonction f : R? — R) :

(C(f,k)) : 1l existe une fonction de classe C* g, : R? — R solution de f — v(f) = Ag, telle
que f, g, et leurs dérivées partielles d’ordre inférieur & k sont dominées par V" (r > 0).

Remarque 3.5 Lorsque [ est & support compact, on peut vérifier (C(f,k)) en s’appuyant
sur des résultats en domaine borné (de condition de bord g ;= 0), cadre dans lequel les
références sont assez nombreuses. En particulier, d’aprés (Theorems III.1.1 and III.1.2),
I’hypothése (C%) est satisfaite lorsque la diffusion est uniformément elliptique et que f et les
coefficients b et o sont C¥~2* (avec p € (0,1)), i.e. de classe C¥~2 dont les dérivées d’ordre k
sont globalement p-hélderiennes. Dans le cas général, le probléme est abordé dans une série
d’articles de Pardoux et Veretennikov ([83] [84, [85]) dans lesquels le probléme est résolu
sous des hypothéses d’ellipticité dans des espaces de Sobolev et ou des contrdles de g et de
ses premiéres dérivées sont données. On reviendra sur cette question & la fin de la section
33T ou l’on donnera un critére dans un cas (éventuellement dégénéré) ou la diffusion a des
propriétés de confluence asymptotique.

Avant de rappeler le résultat de vitesse de convergence de (7, (w, dz)), introduisons quelques
notations :

vreN, T{ =>4
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Pour h : R? — R (suffisament réguliére) et r entier supérieur a 2, on note :
DIh(z)y1 @ - @y, = > Dy o, D@Ly
(110t ) €{1,.,d}"

On a alors le résultat suivant (adapté de (théoréme 10)).

Proposition 3.6 Supposons que (Sa o) soit satisfaite avec a € (0,1] et que v soit I’'unique
probabilité invariante associée & (X;);>0. Soit f : RY — R satisfaisant (C(f, 5)). Alors,

r? n—too

e Si ivn 0,
VI (Up(w, f) —v( :;N( / |J*ng|2dlj) lorsque n — +00.
R4 '
. T n—too
o Si i T 221 B e (0, +00),

> VT, (’n(w,f) — V(f)) @N(Bmg};/w \U*ngIQdu> lorsque n — +oo  si 3 € (0, +00),

) (Onlw, ) —v(f) £5 mY  lorsque n — 400 si B =+o0

o1(x) = 3 DP9, (2)b(x) + LEIDYg, (@)b(a) (0(2)U1) ) + S E[DYg, (2) (0 (x)U1)™].  (3.8)

Remarque 3.7 Lorsque v, xn 7, 0 < p <1,

F1(12) n—-+00

VI
Comme pour tout p € (0,1), I';, x n'™” et que pour tout p € (0,1/2), I'? o n!=2, on en
déduit que la vitesse de convergence est de l’ordre de n=¢®) on

@(p):{l—ge si p e (1/3,1)
p si p e (0,1/3).

1

1
En particulier, la vitesse optimale est de ’ordre de n"™ 3.

3.2 Approximation fonctionnelle du régime stationnaire

L’objectif de cette partie initiée dans puis développée dans et [78] est d’étudier
une forme fonctionnelle de la suite (7 (w,dz)),>1 définie dans (32D, afin de tenter d’appro-
cher le régime stationnaire global noté IP,. De maniére & bien isoler les outils nécessaires au
passage du marginal au fonctionnel, on propose pour la partie convergence de se placer dans
un cadre général : on considére (Xt)tzo un processus de Markov fellerien a valeurs dans R% de



3.2 : Approximation fonctionnelle du régime stationnaire 51

semi-groupe (P)¢>0 et on suppose construit un schéma de discrétisation (Xr,,),>0. On note
(X¢)t>0 une version a temps continu de ce schéma de discrétisation qu’on suppose cadlag
. (T
(le schéma constant par morceaux par exemple) et pour tout k£ > 0, on note (Xt( k))tZO le
schéma shifté de I';, défini par
(k) . %
X "= X, 4t

On peut alors introduire la suite (7™ (w,da)),>; de mesures empiriques sur ’espace de
Skorokhod D(R,,R%) définie par :

_n 1 ¢
V( )(w’da) = H_ anl{X(kal)(w)eda}
" k=1

oul les poids (7y)r>1 sont définis de maniére identique & la section précédente. On notera
aussi Dén) (w,dz) = (7™ o w5 ) (w,dx) ou mp : D(R,,R?Y) — R? est définie par mo(a) = (0).
En d’autres termes, 17((]") (w,dz) coincide avec 7y, (w,dx) définie par (34D.

A propos de la simulation de (7™ (w, F)),>1.. Pour une fonctionnelle F' : D(R,,RY) — R, la
suite (7™ (w, F)),>1 peut &tre formellement simulée via la relation de récurrence suivante :

vn>1, 7™, F) =M (v, F)+ %(F(X(F”)(w)) — 5™ (w, F)). (3.9)
n+1

Il nous faut donc naturellement simuler F' (X (F")) a chaque pas de temps. Supposons que
F : D(R;,R?) — R soit une fonctionnelle dépendant seulement de la trajectoire entre 0 et
T, et que (pour simplifier), (Xt)tzo soit le schéma & temps continu constant par morceaux.
En notant

N(n,T):=inf{k >n,I'jy; — T\, > T} =max{k > 0,I', -1, <T}) n>0,T>0, (3.10)

on constate que la simulation de F (X' (F“)) requiert la connaissance du vecteur (Xr‘n7 ..., Xr N(nT) ).
Ainsi, pour n = 0, on simule le schéma jusqu’a l’indice N(0,7") puis aprés avoir calculé
F(X©), on garde en mémoire le vecteur (X, ... ,XFN(O’T)) et on simule le schéma entre les
indices N(0,7T) +1 et N(1,T'), et ainsi de suite (le caractére décroissant de (7, ),>1 implique
que n +— N(n,T) est strictement croissante).

Le probléme non soulevé dans ce qui précéde est le colit de simulation de F(X' (F”)). En effet,
le nombre de calculs & chaque pas de temps est a priori de l'ordre de N(n,T) — n, quantité
qui explose avec n. L’algorithme n’est donc absolument pas linéaire. Néanmoins, comme les
intervalles [I'y, U'n(p,7)] €t [Cny1, [ N(ng1,)] ont un chevauchement important, il est possible,
pour certaines classes de fonctionnelles d’introduire de la récursivité dans la simulation de
la suite (F(X(I'™))),5q. C’est le cas par exemple, si

T
F(a(t),t € [0,T]) = ¢ </ g(a(s))ds> ousi F(a(t),t €[0,T]) = ¢( sup g(a(s)).
0 te[0,7)

Dans la premiére situation (qui correspond au cadre des options asiatiques par exemple), la
linéarité de I’intégrale implique que le nombre de calculs nécessaire & chaque pas de temps
est de ’ordre de N(n+1,7T)— N(n,T) de sorte que le nombre d’opérations effectuées jusqu’a
l’instant n est de I’ordre de N(n,T), i.e. du nombre de points de discrétisation nécessaires.
(notons que lorsque 7, = Cin"? avec p € (0,1), N(n,T) = n+ O(n”)).
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Dans la seconde, la réponse est plus délicate dépendant de la stratégie de stockage de I’'in-
formation mais on comprend relativement facilement que I’on peut exploiter la connaissance
du supremum sur [[';, 'y, )] pour en déduire celui sur [I';11, I n(py1,7)]- On reviendra sur
ces questions de simulation dans la section suivante ol un nouvel algorithme sera proposé
pour éviter cette difficulté & maitriser la complexité.

3.2.1 Convergence de (7™ (w,da)),>1

L’idée du résultat de convergence est de supposer, dans un cadre général, la convergence
marginale acquise, puis d’exhiber les hypothéses supplémentaires nécessaires pour 1’étendre
au cadre fonctionnel. On introduit les hypothéses suivantes :

(Co) : (X;) admet une unique probabilité invariante v et

ﬁé") (w,dx) A v(dz) a.s.

qui constitue I’hypothése de base, & laquelle on ajoute (Cj) et (Cz) concernant respective-
ment la continuité en probabilité du flot = — (th)te[O,T} et la convergence du schéma de
discrétisation vers le “vrai” processus (X).

(C1) : Pour tout zg € RY e>0et T >0,

limsupP( sup | X} — X[°| >¢€) =0. (3.11)
To—T 0<t<T

(C2) : (X;) est un processus de Markov non homogéne et pour tout n > 0, on peut construire

une famille de processus stochastiques (Y;(mm))$ERd telle que

d _ _
i) £(Y(n,m)) D(RER ) ﬁ(X(F”)‘XO(F") — .%')
ii) Pour tout compact K de Rd, pour tout 7' > 0,

sup sup ]Y;(n’x) — X7| 222, 0 en probabilité. (3.12)
reK 0<t<T

Théoréme 3.8 ([76]) Supposons (Cy), (C1), (C2) satisfaites et (1),/Vn)n>1 décroissante. Alors,
p.s., pour toute fonctionnelle F : D(R,,R%) — R, bornée continue (pour la topologie de Sko-
rokhod),

V(") (w, F) 22420 / F(a)P,(do). (3.13)

Le résultat ci-dessus admet des extensions aux fonctionnelles non bornées et aux cas ol
v n’est pas unique. De méme, lorsque le processus limite est & trajectoires continues, le
résultat est valable pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts (c.u.c).
Cependant, comme les schémas considérés ne sont pas nécessairement continus, on choisit
dan ce cas de travailler sur I’espace Dy.(R;,R?), i.e. ’'espace des fonctions cadlag muni de la
topologie c.u.c. En utilisant le résultat et les remarques précédentes, on obtient le corollaire
suivant pour les diffusions :
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Corollaire 3.9 ([76]) Soit (X;);>0 solution de (B.2). Supposons que b et o soient localement
lipschitziennes, que (Sa ) soit satisfaite avec a € (0,1] et que (1, /7n)n>1 soit décroissante.

(a) La suite (7™ (w, d)),>1 est p.s. tendue sur D,.(R, , RY) et toute limite faible de (7™ (w, d))>1
est p.s. égale a la loi d’un processus solution de en régime stationnaire. En cas d’unicité

de v, (BI3) est valable pour toute fonctionnelle continue bornée F : D,.(Ry,RY) — R.

(b) (Fonctionnelles non bornées) De plus, s’il existe s € (2,+00) et ny € N tels que

(N(k:,T) ~ N(k— 1,T)> N(k,T) — N(k —1,T)
,}/ng n>ng Hg

est décroissante et Z
k>1

< +oo, (3.14)

alors, pour tout T > 0, pour toute fonctionnelle I : D,.(R,,R%) — R continue, (BI3) est
vraie pour Fr définie pour tout a € Dy.(Ry,R?) par Fr(a) = F(a(t AT)) si :

Jr>0 tel que |Fr(a)<C sup V() Va €Dy (Ry,RY.
0<t<T

Remarque 3.10 On constate qu'une extension aux fonctionnelles non bornées est possible
lorsque celles-ci ne dépendent de la trajectoire que sur un intervalle borné et qu’une condition
supplémentaire sur les pas et les poids est satisfaite. Lorsque ces derniers sont polyndémiaux,
ie. sim, = Cin P et 7, = Can 2, et que 0 < po < p; < 1 (afin que (9,/Yn)n>1 soit
décroissante) alors (314D est satisfaite dés que p; < 1 (ce qui constitue donc une trés faible
restriction).

3.2.2 Vitesse de convergence de (7™ (w,da)),>1

Cette question est abordée uniquement dans le cadre des diffusions (bien qu’elle puisse

s’étendre assez naturellement & des cadres plus généraux). On suppose donc que (X;)i>0
est solution de et qu’il admet une unique probabilité invariante notée v. De plus, on
supposera que Vn > 1, 1, = vy.
Comme dans le cas marginal, I'idée est d’&tablir la vitesse de convergence de (7™ (w, F)),>1
vers [P, (F') pour une certaine classe de fonctionnelles. On s’intéressera uniquement ici & des
fonctionnelles F : Dy.([0,T],R?) — R, i.e. dépendant seulement de la trajectoire entre 0 et
T (ou T > 0). On fera I’hypothése suivante sur F

(CL) : F:Du([0,T],R?) — R est bornée et lipschitzienne.

Notons que F peut toujours &tre vue comme une application de D .(R,,R%) vers R en
introduisant la fonctionnelle Frr : D,.(R;,R?) — R définie par F.(a) = F(al) ou o (t) =
a(t NT). Avec un léger abus de notation, on choisit dans la suite d’identifier ' et F,. On
note donc

fr(x) = E[F(X")] = E[F(X{,0 <t <T)],

fonction pour laquelle on a la propriété suivante :

(fy) = Bo(F) = [ BIFC)w(da).

On introduit le schéma d’Euler & temps continu noté (&;);>o associé & (Xr, )n>0 défini par :
pour tout n € N, &r, = X, et

Vte [[n,Tnt1), &= Xr, +(t—T0)b(Xr,)+o(Xr, ) (W, — Wr,,,). (3.15)



54 Sur I’approximation du régime stationnaire de diffusions

Si I’on note
t=Tpnq avec N(t)=min{n>0,I,11 >t} (3.16)

alors ce schéma posséde la propriété (agréable) suivante :

t t
vt >0, gt:§0+/0 b(fs)der/O o (&5)dW,. (3.17)

Comme on le sait, le schéma ci-dessus ne peut pas toujours étre exploité dans la pratique
car t — & n’est pas simulable de maniére exacte (dans certains cas tels que les fonctions
du supremum, on réussit néanmoins a simuler F'(§,¢ € [0,7]) de maniére exacte en exploi-
tant des propriétés théoriques sur le Brownien). Les résultats principaux seront donc aussi
énoncés pour le schéma constant par morceaux noté simplement (Xt)t20~

Afin d’unifier les notations de mesures empiriques relatives & chaque schéma, on introduit
pour un processus cadlag Y = (V;)¢>o donné la mesure 7" (Y (w), do) définie par

1 <« 1 I
7Y (W), da) = = > 6wy (da) = /. Sy o ds

ol pour tout s et ¢ positifs, Y;(S) =Yois.

Décomposition de l’erreur. Si I’on veut exploiter les résultats de vitesse du cadre mar-
ginal, on est naturellement tenté de s’appuyer sur la fonction f, définie plus haut. Si l’on
considére le probléme pour le vrai processus, 1’'idée premiére est alors d’effectuer 1’opération
suivante :

: /0 FXO) ~ P, (F)ds = /O FX®) — BIF(XC)|EJds + /O fr(Xs) = v(fr)ds

ou F; désigne l’augmentation usuelle de o(W,,0 < s < t) par les ensembles P-négligeables.
Bien que le second terme soit satisfaisant, cette décomposition n’est en réalité pas exploi-
table (a priori) car le premier terme ne posséde pas de propriété de martingale (probléme
d’adaptation).

La question est donc la suivante : comment peut-on exhiber “la” martingale? L’idée est
en fait de découper [0,I',] en intervalles de longueur 7 puis d’effectuer la décomposition
suivante pour tout k € {1,...,[I,/T]} :

kT kT
/ Fr(e®) — B, (F)ds / F(E®) — E[F(EW)| Furlds
k—1T k—1T

kT
* /le E[F(£(§))|fkT] - E[F(g(ﬁ)ﬂ}—é]ds (3.18)
+E[F(EW)|F] — fr(E)ds

kT
n /k fo(€) — v(f)ds.

—1T B

Les deux premiers termes sont des accroissements de martingale relativement a -F(kJrl)T et
Fir respectivement. Le troisiéme est un terme d’erreur faible fonctionnelle tandis que le
dernier est de type “marginal”. Cette décomposition (ou plus exactement une variante de
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cette derniére) permettent de lire le probléme de maniére similaire au cadre marginal en
décomposant & nouveau l'erreur en une partie martingales et une partie erreur faible. Le
second point & noter est qu’en sommant sur k la décomposition ci-dessus et en associant
correctement les termes de type accroissement de martingale, on va construire une martin-
gale relativement & la filtration (Fj7)r>0. Cette derniére est en fait la “bonne” filtration du
probléme.

Il nous faut maintenant introduire les hypothéses permettant de gérer le comportement
asymptotique de chacun des termes.

Hypothéses et résultats. En accord avec le cadre marginal, il nous est d’abord nécessaire
que f, admette une solution a 1’équation de Poisson :
(C%) : 11 existe une fonction de classe C2 notée g,, : R? — R a dérivées bornées et lipschit-
ziennes telle que

vreRY fo(2) —v(fy) = Ag,
Comme le suggére la décomposition (3.I8) et les remarques qui suivent, on va &tre amené
lors de I’étude du comportement asymptotique de la martingale du probléme & considérer
une nouvelle suite de mesures empiriques (uy,(w, dz)),>1 définie par :

Vn>1, pp(w,dr) 25§<k e

(tn(w,dz))n>1 est tendue sous I’hypothése de Lyapounov (S, p) (p > 2) introduite dans la
section précédente mais converge sous I’hypothése d’unicité de mesure invariante suivante :
(S%) : v est l'unique probabilité invariante pour P,.

Cette hypothése implique 'unicité pour (F;);>¢ mais la réciproque n’est pas vraie. Cepen-
dant, l'unicité du premier cadre est souvent assurée via celle du deuxiéme. On peut penser
aux critéres classiques suivants (qui assurent 1’unicité de P,) :

e Irréductibilité (basée sur 1’ (hypo)-ellipticité) : pour tout x € R, P, (r,dy) a une densité
(py(,Y))yera par rapport a la mesure de Lebesgue \g et A\g(dy) —p-s., p,(z,y) > 0 pour tout
r € RY,

e Confluence asymptotiqueH : pour toute fonction lipschitzienne f, pour tout compact
K de R4,

k——4o00

sup |Pirf(z1) — Perf(z2)] —— 0  (see e.g. [4D).
(z1,22)EK

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal :

Théoréme 3.11 ([78]) Soit T' > 0. Supposons que (S%.) soit satisfaite, que b et o soient des
fonctions lipschitziennes satisfaisant (S, p) pour V € EQ(R?), a € (0,1] et p > 2 et que de
plus, V vérifie :

Vp+a—1
lim inf v (@) > 0. (3.19)
jaltoo 2]
Supposons enfin que (V,),>1 satisfasse
3/2
Z = < oo (3.20)

k>1

*. on reviendra sur la seconde notion dans la section [3.4]
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et considérons F : D,.([0,T],RY) — R vérifiant (CL) et (CZ). Alors,

VI (7((w), F) = Po(F)) —5 W (0,62), (3.21)

o2 = % (/E [(E(AfT ) ~E(47]F,) - /TQT a*ng(Xg)qu)Q] u(d:c)) (3.22)

et A7 := [ (F(XZ,) — fo(XE)) du, t >0, (est Fy r-mesurable).

(b) schéma constant par morceaux : Si de plus, il existe § > 0 tel que

35
Yk
< +o0, (3.23)
alors,
—(n) (¥ o L 2
Vi (y (X (), F) P,,(F)) — N (0,02). (3.24)

Remarque 3.12 Lorsque v, x n ”, 0 < p < 1, /T, n's" (voir Remarque [37). Comme
dans le cas marginal, le choix de p est naturellement contraint par 1’erreur de discrétisation
qui apparait au travers des conditions ou (B23D. Ainsi, p doit &tre choisi strictement
supérieur & 1/2, ce qui méne & une vitesse “optimale” de ’ordre de n-ite pour tout € > 0.
En particulier, on ne retrouve pas la vitesse optimale marginale en n=1/3
D’erreur faible fonctionnelle qui est généralement plus forte que l’erreur faible marginale.

. Ceci est di a

Plus exactement, nous utilisons ici que pour un schéma d’Euler de pas 7y, la premiére est
contrdlée par Cﬁ (ou la constante dépend en particulier du point initial) tandis que la
seconde est de ’ordre de ~ (voir [93]). Ces résultats peuvent en particulier &tre améliorés
sous de meilleures estimations de l’erreur faible fonctionnelle. On renvoie au début de la
section pour une discussion sur ce sujet.

Remarque 3.13 Sous cette forme, la variance a une forme relativement peu lisible. A 1’aide
d’une série de calculs exploitant la stationnarité du processus sous P,, on peut obtenir
d’autres formulations pour ai. En particulier (voir [78], annexe A pour plus de détails), ai
peut se réécrire sous la forme :

T T
v
o2 =2 / (1—?)CF(v)dv—2E,,(F(X) / a*ng(Xu)qu) + / 0*Vg, (2)2v(dz), (3.25)
0 0 Rd
ou [E, est I’espérance relative & P, et C,, est une fonction de type covariance définie par

CF(U’) - EV(F(Xu—I—-) - fF(XU))(F(X) - fF(XO))) (3.26)

Contrairement a (3.22D, I’expression (3.25) n’est pas clairement positive mais a 1’avantage de
bien séparer la partie “marginale” de la variance de sa partie “fonctionnelle” (qui correspond
aux deux premiers termes).

Par exemple, si F'(a) = ¢(a(0)) o ¢ est une fonction bornée telle que ¢ — v(¢) = Ah (ou
h est une fonction bornée C? de dérivées bornées), alors f, = ¢ et on constate bien que
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les deux premiers termes de (325D sont égaux & 0. Ainsi, 0% = / |0*Vg,.(2)|?v(dz) (avec
Rd

g, = h, ce qui correspond bien & la variance du 7'C'L marginal).

Considérons enfin le cas ou Fr est définie par F(a) = ¢(a(T)) (avec ¢ satisfaisant les mémes
hypothéses que précédemment). Dans ce cadre, on peut facilement d’un changement de
variable (au moins dans le cas du vrai processus ci-aprés) que la variance limite est bien
la méme que dans le cas précédent, i.e. [p,|0*Vh(z)|*v(dz). Retrouver ce résultat via l’'une
ou l'autre formulation des variances fonctionnelles est possible mais nécessite des calculs
non triviaux (voir [78] annexe B). Ceci souligne le caractére complexe de la structure de la
variance fonctionnelle.

On souhaite aussi souligner le fait que ce TCL fonctionnel est en particulier vrai pour le
schéma “parfait”, ¢.e. le processus lui-méme. Contrairement au cas marginal, il semble que
ce résultat soit nouveau :

Théoréme 3.14 ([78]) Soit T' > 0. Supposons que b et o soient des fonctions lipschitziennes
satisfaisant (S, p) pour V € £Q(RY), a € (0,1] et p > 2. Supposons aussi que (S4) soit
satisfaite. Soit F' : D,.([0,T],R?) — R une fonctionnelle satisfaisant (Cy) and (C%). Alors,
pour tout x € RY,

n—-+o0o

t
Vi (% / FX{*0<u<T)ds— ]P’V(F)> — £ 5 N (0,02). (3.27)
0

Exemple d’application. On propose de terminer cette section par une application & la valori-
sation de prix d’options “trajectoire-dépendantes” (i.e. dépendant de 1’évolution du proces-
sus entre 0 et 7) dans un modeéle a volatilité stochastique stationnaire. Supposer la volatilité
stationnaire est une hypothése assez peu usuelle. Pourtant, la volatilité est généralement sup-
posée avoir des propriétés ergodiques et est aussi une quantité non observée a priori sur le
marché. Il est donc naturel de supposer qu’elle évolue dans son régime stationnaire. Dans
ce cadre, on peut alors, comme on va le voir dans la suite, utiliser la procédure étudiée
ci-dessus pour valoriser des prix d’options.

Décrivons les choses plus précisément dans le cas du modéle de Heston & volatilité station-
naire. On rappelle que la dynamique de ce modéle est donnée par :

dS; = Sy(rdt + /(1 — p2)vedW}' + py/udW?),  Sp = sg >0,
dve = k(0 — v)dt + s\/vedW2, vy > 0,

ou r est le taux d’intérét, (W' W?2) un brownien standard en dimension 2, p € [—1,1] est

un coefficient de corrélation et k, 0 et ¢ sont des entiers positifs. Lorsque 2k6 > ¢2 alors, (vr)

est un processus p.s. strictement positif admettant une unique probabilité invariante v de

loi I'(a, b) avec a = (2k)/c? et b = (2k0) /2.

Lorsque (v¢)¢>0 évolue sous son régime stationnaire, alors pour une fonctionnelle F' : D,,.([0,T],R) —
R, on peut (artificiellement) exprimer F'(S;,0 < ¢ < T') comme une fonctionnelle d’un pro-
cessus stationnaire. En effet, via la formule d’Itd, (S;) satisfait

1 rt t t
YVt >0, S;=spexp <rt - 5/ vgds + p/ VUsdW?2 +3/1 — p2/ \/ﬂdVVsl). (3.28)
0 0 0
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Ainsi, en introduisant I’'EDS,

(3.29)

dy, = —ypdt + \fordW},
dvy = ]{?(9 — ’Ut)dt + §\/U_tth27

et en utilisant que

t t t — g — kOt + k [fv.d
/\/v_sdwsl:yt—yo—l—/ysds ot /\/@dwfzvt il kv i
0 0 0

S

on en déduit qu’on peut construire ® de Dy.(R;,R?) dans D,.(R;,R) telle que (S;)i>0 =
®((yt, v¢)¢>0). En notant p 1'unique loi invariante du couple (y, v¢)¢>0, on obtient

EIF(S:,0 <t <T)] =Eu[F o ®((ye,ve),0 <t < T)],

ce qui permet alors de voir le probléme de la valorisation d’options comme un calcul d’es-
pérance sous régime stationnaire. Remarquons cependant qu’une application rigoureuse de
la procédure étudiée précédemment nécessite quelques extensions théoriques que l’on ne
fera pas ici mais que 1’on souhaite néanmoins mentionner : les fonctionnelles considérées ici
ne satisfont clairement pas ’hypothése (C%) tandis que la volatilité du modéle de Heston
nécessite une discrétisation spécifique (on renvoie a [76], [78] pour plus détails).

On termine cette partie par un test numérique de la normalité asymptotique obtenue dans
le théoréme [3.IT]lorsque la fonctionnelle considérée est relative au prix d’une option barriére
(Up and Out) :

F(S,0 <t <T)=e""(Sr = K)} Laupporepsicry (L > K >0).

On souhaite donc identifier numériquement la loi de I’erreur normalisée

SN =V 'y <DN(§(W)7 F) - eirTE[(ST B K)Jr l{supogth StSL}]) : (3.30)

Sans détailler la discrétisation, rappelons que pour ce type de fonctionnelles, on peut mettre
en oeuvre le schéma noté (&;);>0 en s’appuyant sur le fait que la loi de ce dernier conditionnée
a (&, )n>0 est explicite et simulable (suite de ponts Browniens indépendants, voir [78] pour
plus de détails). Pour les paramétres suivants,

so=50, r=0.05 T=1, p=0>5, 6=001, ¢=01 k=2 K=50, L =055,
(3.31)
une simulation longue donne l’approximation précise suivante :

e TE[(St — K), Lisup,oq Si<ry] ~ 1,689,

En la réinjectant dans (330D, on obtient pour N = 5.10° (points de discrétisation) et MC =
5.10 une approximation de la densité de £y (obtenue par convolution par un noyau gaussien)
décrite dans la figure [3.1] (ou 5% est la variance empirique obtenue) : Notons pour terminer
que, outre lillustration du 7'C'L (& une vitesse raisonnable), ce test numérique suggére qu’une
version locale (du TCL) pourrait sans doute &tre aussi démontrée (au sens “convergence de
densité").
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Figure 3.1 : Comparaison de la densité approchée de £y (en pointillé) avec celle de N(0, 5%),
N =5.10°, MC = 5.10%.

3.3 Un algorithme d’approximation du régime stationnaire moins
moyennisant

Comme on l’a déja mentionng, les suites de mesures empiriques étudiées précédemment

sont (au moins dans le cas 7, = 7,) construites en mimant la mesure d’occupation du pro-
cessus. En particulier, il s’agit d’une moyennisation de toute la trajectoire discrétisée, ce
qui implique de simuler f(Xp, ) ou F(X (")) & chaque pas de temps. Or, si le coiit global de
calcul des quantités précédentes est élevé, la simulation globale de 7, (w, f) ou de D(")(w, F)
s’en trouve lourdement impactée. Ce probléme est trés clair dans le second cas (fonction-
nel) od, comme on 1’a déja vu, préserver la linéarité de la complexité de 1’algorithme n’est
faisable qu’a ’aide d’une simulation récursive de F (X (F")) et sous conditions raisonnables
sur la forme de la fonctionnelle. Ceci nous améne & une question naturelle : afin de limi-
ter le nombre de calculs de f(Xr,) ou F(X(I")), ne pourrait-on pas (au moins dans le cas
fonctionnel) considérer de procédures moins moyennisantes, ¢.c. des suites de mesures empi-
riques construites comme mesures d’occupation relatives a des sous-suites de (Xrn)nzo (ou
de (X(F"))nzo) ?
En accord avec ce qui précéde, on propose donc dans cette partie d’étudier des suites de
mesures empiriques basées sur la moyennisation des valeurs du schéma prises & des ins-
tants (absolus) 0,7,...,kT,... oi T est un réel strictement positif. On considérera ici le
probléme uniquement pour la diffusion (X;);>0 solution de et pour le schéma (&)t>0
défini par (ce qui bien siir ne change rien dans le cadre marginal). On construit alors
un algorithme dit mixed-step et défini de la maniére suivante : on fixe 7' > (0 et on note
respectivement (fi,(w,dz))p>1 et (i (w,da)),>1 les suites de mesures empiriques définies
respectivement sur R? et C(R,R?%) par :

n—1

_ 1

Aun(wadx) = E Z6§kT(w) (dx)a n =1,
k=0

n—1

1
1™ (w, da) = - ;%m (@ (da), n>1,
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ol l’on rappelle que £(t) est le schéma d’Euler & temps continu shifté de ¢ : Vs,t positifs,

ggt) = £t+s .

Bien que plus délicates a obtenir, les propriétés de convergence relatives a ces suites sont
respectivement similaires aux proposition [3:3] et théoréme [3.8l La seule différence notable
apparait dans ’hypothése d’unicité de la mesure invariante pour (F);>0 qui est & remplacer
ici par I’hypothése légérement plus forte (S%.) introduite plus haut (puisque dans ce cadre,
les mesures limites sont naturellement des mesures invariantes pour Pr uniquement). Nous
choisissons donc de ne pas rappeler ces résultats ici et de nous focaliser sur la vitesse de
convergence de ces procédures, ou plus exactement de (fin(w, f)n>1 et (™ (w, F)),>1 vers
v(f) et P,(F) respectivement.

Remarque 3.15 Dans la partie convergence (non détaillée), le choix de T est complétement
arbitraire. Dans la partie vitesse, le choix de T  restera également arbitraire dans le cas
marginal (au moins dans les résultats généraux). En revanche, dans le cas fonctionnel, T'
correspondra (principalement pour des raisons techniques) & la longueur de la trajectoire
impliquée dans la fonctionnelle considérée. En d’autres termes, on s’intéressera au cas ou
la moyennisation est “minimale”. Notons que dans ce cas, il n’y a aucun “chevauchement”
entre les trajectoires impliquées dans le calcul de F(¢W1)) et F(£(+DT)) (pour tout k), et
que la linéarité de la complexité de 1’algorithme est bien assurée.

3.3.1 Vitesse de (fi,(w, f))n>1

On suppose dans la suite que 7' est un réel strictement positif et que I’hypothése (S¥)
est satisfaite. On rappelle que ’on suppose la convergence p.s. de (fin(w,dx))y,>1 vers v
établie et on s’intéresse maintenant pour une fonction f : R — R donnée, a la vitesse de
convergence de ji,(w, f) vers v(f). A 'image de la procédure initiale, on a aussi besoin ici
d’une hypothése de type “existence de solution a 1’équation de Poisson”. Si l’on se référe a
I’heuristique donnée dans (37D, on comprend alors assez bien qu’on aura ici besoin d’une
version non infinitésimale de cette équation. Plus précisément, on travaillera dans la suite
sous ’hypothése :

(Pm,T) : 11 existe une fonction de classe C™ notée g, : R? — R telle que

-P
- r9r (x), ze R (3.32)

Si de plus, g, et ses dérivées (partielles d’ordre inférieur ou égal & m) sont bornées, on dira
que [ satisfait (732l ). De méme, si g, et ses dérivées ont une croissance sous-polyndmiale,

on notera I’hypothése précisée (7311[;) 11,) On reviendra sur ces hypothéses a la fin de cette
section.

Sous ce type d’hypothése, on peut décomposer fi,(w, f) — v(f) sous la forme suivante :
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1 n
fin(w, f) —v(f) = nT ZQT Ex-1)1) = Prgr Er-n1) (3.33)
k=1
= nLT (-gT (50) - PTgT (gnT)) (3.34)
n—1
+ % > 92 (&) — Elg, (60) | Fe—y) (3.35)
k=1
1 n—1
T kzzl Elg, (&) Fe—1yr] = Prgr (Ege—1yr)- (3.36)

On constate que pour cette procédure les parties martingales et erreur faible sont trés clai-
rement séparées correspondant respectivement aux termes et (336). En particulier,
contrairement & 1’algorithme originel, on aura ici besoin de “vrais” développements de 1’er-
reur faible (mais dans un cadre ou la suite de pas est variable). Avant de donner le résultat
principal (théoréme [3.18), on propose de rappeler quelques notions concernant cette théma-
tique et d’expliciter quelques résultats dans ce cadre & pas non constant.

A propos de l’erreur faible. On s’intéresse ici au terme d’erreur faible (3:36). D’abord, on
remarque que pour tout n > 1,

E[QT (5nT)|-7:(n_1)T] - PTgT (g(n—l)T) = ET (9, €, W(n_l))

ot (™ ;= (’Y;(gn))kzl vérifie

W = CNmry+1 — 1T, nw = IN@T)+k KE{2,... . N((n+1)T) = N(nT) — 1}

et 7](\7,1()(”+1)T)_N(nT)+1 = (n+ )T = I'n(n+1)7)> €t pour une suite de pas discrétisation h =
(h)k>1 donnée,
h
Er(g,2,h) =E[g(&7™)] — Elg(X7)] (3.37)
ou (& ’h)tzo le shéma d’Euler construit comme avec valeur initiale x et suite de pas

discrétisation h = (hy)r>1. Lorsque que ’on cherche a développer &,(g,z,h), une idée de
départ (voir [93]) est de décomposer cette quantité de la maniére suivante :

kTt

(g2, h) = > Efu, (tr, &) — u, (te-1, 6. (3.38)
k=1

ou uy(t,z) :=E[g(XF_,)] est solution de

{atug(t,:c) + Aug(t,2) =0 (t,z)€ [0,T] x RY, (3.39)

ug(T,z) = g(x), re R4,
Le développement & l’ordre 1, s’obtient ensuite & 1’aide d’un développement d’Itd de chaque
terme de la somme apparaissant dans (3.38).

Dans la proposition ci-dessous, on propose de rassembler quelques propriétés concernant u,
et le développement de &,.(g,x,7™), qui joueront un réle assez important dans la suite.
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Proposition 3.16 Soient m € N et p € (0,1] tels que b et o sont de classe cmorfl sur RY a
dérivées d’ordre { < m bornées. Soit g une fonction de classe C"" sur R? telle que g et ses
dérivées d’ordre ¢ < m sont & croissance polynémiale. Alors,

(i) x> uy(t,z) est de classe C™ sur R? et t + u,(t,z) est de classe CL"™/2] sur R,. De plus,
il existe r > 0 tel que pour tout t € [0,7],

ug(t,2)| < Cr(1+ [27) et (0%, o uy(t,z)| < Cr(1+ |2[7), (3.40)
{L'l ...{L’d

(ii) Sim =4,

Ead

T

1€2(9:2,9™)] < Cr(1+ ) 3 (4")?
1

b
Il

(iii) Si m = b5, alors,

£,(0.2.9") = Fiweir) | B@(s, X2)Nds + 1)
ot ¢, est définie par

Qy(t,x) = (A(Opug)(t, z) — 0z (Auy)(t, ), b(x)) + (A(622ug)(t,x) — 8:%2 (.Aug)(t,x)) 0(:{3)®2

xT

(3.41)
et
3
(@) < Colt+ 1) (1R + vty — i) )
(iv) Supposons que m =9 et que I'N(n1) = nT pour tout n > 1. Alors,
1 T 2 4 .
Er(g,2,A™) = gw(m/o E[®y(s, X7)]ds + 'YN(nT)/O E[xg(s, XD)lds + pr(z,7™)  (3.42)

ot x4 : [0, x R? — R est une fonction continue (voir [79] pour une expression explicite) et

5
pr(a,7 ") < C(1 + |2]") (’YN(nT) — IN((n+1)T) T ’Yﬁ/(nT))-

Remarque 3.17 La décroissance de la suite (7, ),>1 joue un rdle non négligeable dans 1’ob-
tention des développements d’ordre 1 et 2 (iii) et (iv). Le développement & 1’ordre 2 obtenu
dans (iv) ne jouera un rdle que dans la section [3.3.3 o1l une méthode de Romberg sera déve-
loppée pour accélérer la vitesse de convergence. On remarque que pour ce développement,
on ajoute I’hypothése I N(nT) = nI' qui permet de tuer les termes de bord qui deviennent
alors difficiles & gérer & 1’ordre 2.

On peut maintenant énoncer un premier résultat principal :

Théoréme 3.18 ([79]) Supposons (S%.) et (Sap), avec a € (0,1] et p € (2,400], satisfaites.
Soit me N et pe (0,1] tels que b et o sont de classe C™" sur R? 4 dérivées partielles bornées
(jusqu’a I’ordre m). Soit f : RY — R une fonction borélienne satisfaisant (P> 1) si p < +00

ou (Pﬁ?lT) si p = +o00. Alors,

. On rappelle que C™" désigne 1’ensemble des fonctions de classe C" dont les dérivées d’ordre m sont
PP q g
p-holderiennes.
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(i) Sim=4 et % Py YN (kT) nooo, 0,

T (132 e = o)) 5
k=1

avec 53 = 7 | (62(2) ~ (P9, (x))*) v(da).

n—-+o00

(15) Sim =5 et %Zzzl YNGRT) — 00 €t YN(mT) — IN((n+1)T) = O(YN(nT)) lorsque
n — 400,

P _ 1 T .
m < Zf Er—1)r (f)) —m, = 2T/Rd/0 E[®,(s, X¥)|dsv(dz)

P
lorsque n — +00, o “—” désigne la convergence en probabilité et ¢, est définie par (B.41D.

(i4i) Si m =5, \/%22:1 YN (KT) Lo Bo € (0,+00) et YN(nT) — IN((n+1)T) = O(WN(nT))
lorsque n — +00, alors,

T (£ 6 =) ) =5 W08
k=1

Comparaison avec (7, (w, dx)),>1. Suite & ce résultat, on va maintenant tenter de comparer ce
nouvel algorithme moins moyennisant a la suite (7, (w, dz)),>1. On considére successivement
deux questions :

— l’ordre de la vitesse de convergence : supposons que v, = Ck™”. On peut alors vérifier

que N(t) = C Tt + O(1), puis que

_1ltp

YN@T) = C1=* ST & 1"’+0(“ =r).

On en déduit que

et que YN(n1) — IN((nt+1)7) = (YN (nT)) POUT tout p € (0,1).
A Vinstant t,, = nT, l’erreur est donc de ’ordre de (t,)” 2 si p > 1/3 et de ’ordre de

[un

e
(tn,) 77 si p < 1/3. D’un point de vue numérique, on doit cependant calculer l’erreur
en fonction du nombre N d’instants de discrétisation. L’erreur est alors de ’ordre de

1

_ 1—p

I 2N~ 2 sipe(1/3.1

N > sipe(l/31) (3.43)
Iy " <N sipe(0,1/3].

D’aprés la remarque [37], I’ordre de l’erreur est le méme que pour la suite de mesures
empiriques originelle (7 (w,dx))n>1. On retrouve en particulier la vitesse optimale en

1
N735. Pour aller plus loin, il nous faut maintenant effectuer une
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Figure 3.2 : T+ 6% lorsque dX; = —%Xt +dW; et f(x) = 22

— Comparaison des variances asymptotiques : il s’agit donc de comparer &% a 63 =
[|0*Vg,(x)|?v(dr) o g, est solution de I’équation de Poisson : f —v(f) = —Ag,. Com-
mengcons par un cas (trés) particulier dans lequel on peut faire des calculs explicites :
le processus d’Ornstein-Uhlenbeck dX; = —%Xt + dW; en dimension 1 et la fonction
f(x) = 2%. Dans ce cas, on obtient

2T (1 +e~T)

62=4 and VT >0, &%= T

> 4.

T — &% est continue croissante sur R, & croissance linéaire (voir Figure [3.2].

Dans un cadre général, certaines des propriétés précédentes peuvent étre préservées.
Si ’on suppose par exemple que le semi-groupe converge a vitesse exponentielle a
I’équilibre, alors on peut montrer que pour toute fonction f de classe C? telle que f,

Vf and D?f sont bornées, la propriété suivante est vraie (voir [79], Appendix B) :

lim 6% =62, lim dr6%=0 et lim Oré% = /(f —v(f))*v(dx). (3.44)
T—0 T—0 T—+o0

En conclusion, on observe bien un phénomeéne de croissance de la variance avec 1, ce
qui est statistiquement naturel (puisque ’on “jette des données”), mais que celle-ci est
a priori raisonnable. La dérivée est nulle en 0 et la croissance asymptotique est linéaire
et de vitesse donnée par la variance de f sous v. Comme cette derniére peut &tre
approchée avec l’algorithme, on remarque que l’on pourrait envisager numériquement
un choix de 7' adaptatif, fonction de l’estimation de la variance et du cott de calcul
de f.

A propos des solutions de 1’équation de Poisson. Avant de terminer cette section, on sou-
haite revenir sur ’hypothése (Pm 1) et plus généralement sur la solvabilité de I’équation
de Poisson sur R?, sur laquelle on s’appuie (classiquement) dans chaque résultat de vitesse
de convergence. Il s’agit donc de compléter la remarque [30], notamment dans le cas non
infinitésimal, qui est moins présent dans la littérature. On a d’abord le résultat général
d’existence suivant :

Lemme 3.19 Supposons que (X;)>( soit un processus de Markov fellérien de semi-groupe
(P))i>0 tel que Pr admet une unique probabilité invariante v. Soit f : RY — R une fonction
continue satisfaisant

V>0, |Pif(x) —v(f)] < C()e(t)
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avec x +— C(x) localement bornée (positive) et ¢(t) — 0 lorsque t — +oco. Alors,
(1) siy ;v @(kT) < 400, la fonction g, définie par

VoeRY,  g.(z) =) T(Purf(z) — v(f))

n>0

est une solution continue de (3.32).

(ii) Supposons que pour tout x € RY, Pf(x) amalN f(z) (toujours vrai si f est continue
bornée) et que f0+°° ©(s)ds < +o00. La fonction g, définie par

VreRL e = [ (Pfle) —u(D)is
0

est alors solution de Ag, = —(f — v(f)).

On constate donc que dés que le semi-groupe converge d vitesse intégrable vers 1’équilibre,
on a existence de solution a l’équation de Poisson (infinitésimale ou non). Au vu de la
forme des solutions, on remarque également que d'un point de vue probabiliste, la régularité
de = — g,(z) (T' > 0) est reliée a la vitesse de convergence des dérivées successives de
I’application z — X}¥ vers (. On propose ci-dessous un résultat dans un cas éventuellement
dégénéré ou le systéme dynamique a des propriétés de confluence asymptotique (forte) des
trajectoires :

Pour une matrice réelle symétrique A, notons A\ := max{Ai,...,\g} oit Af,...,\q sont les
valeurs propres A. Pour tout 2 € R?, on définit les matrices d x d A,(x) et B, () par

r d r
Ap(x) =Y (Vo) Voir(z) et By(x) =) (Vo¥)*Voh
k=1 i=1 k=1
avec Vot = (Vo y,..., Vo). Pour p€ [1,400), on introduit alors I’hypothése

(AC), : pour tout z€ R?, Vb(z) + 3A4,(x) + (p — 1) B, est une matrice définie négative et

SUP Avpila,+(p-1)B, =~ <0
r€R

Remarque 3.20 Dans le cas d = 1, (AC), se réécrit

sup (b’(m) + (p - 1>(J’(ac))2> < 0.
zeR 2

Proposition 3.21 ([79]) Soit k € N* et f : R? — R une fonction de classe C¥ & dérivées
partielles bornées (jusqu’a I’ordre k). Supposons que b et o soient de classe C™* avec p€ (0,1)
et & dérivées bornées et que (AC)qi soit satisfaite. Alors, les fonctions g, et g, définies dans
le lemme précédent sont de classe ck.

Remarque 3.22 L’idée principale de la preuve de ces résultats est de montrer que si pour
n,p € N*, (AC)pp est satisfaite, alors ¢t — V(”)th converge exponentiellement vers (0 dans
L*. Remarquons également que lorsque o est constant, ’hypothése (AC), ne dépend pas
de p et que les fonctions g, et g, sont alors C*° dés que Sup,cgd j\vb(;c) < 0.
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3.3.2 Vitesse de convergence de (™ (w, F')),>1

On considére maintenant le cadre fonctionnel qui, comme on 1’a déja signalé, consti-
tue la motivation initiale de ce travail Il s’agit donc d’évaluer la vitesse de convergence
(1) (w, F))p>1 vers P, (F) = [E[F v(dz). On se limitera au cas ou F' dépend de la tra-
jectoire entre 0 et T" ot T > 0 et on 1dent1ﬁera avec un léger abus de notation, la fonctionnelle
F :C(R,,RY + R & celle vue comme une application de C([0,7],R?) —+ R. Comme dans
le cadre marginal, cette vitesse dépend fortement de 1’erreur faible en horizon fini, 7.e. de
Ierreur entre E[F(X?)] et E[F(6*1)]. Cependant, il n’existe pas & ce jour de théorie générale
assurant un développement dans ce cadre fonctionnel. Nous introduisons donc 1’hypothése
suivante :

(Cr(a)) (a€ [5,1] : Pour toute suite de réels strictement positifs h := (hy)1<x<k, telle que
2221 hy =T, on a
E[F(X®)] — E[F("™)]| < O+ |«|")|Ih]|%

ol

Oo—maxk T hyetr>0.

Lorsque I : C([0,T],R?) - R, b: RY — RY et 0 : R > M, sont lipschitziennes, I’hypothése
ci-dessus est satisfaite avec o = 1/2 et + = 1 (car E[ sup |X7 — &"|] = O(Vh)). Dans le

0<t<T

cas unidimensionnel, il a été récemment obtenu dans [I] que, lorsque les coefficients sont
suffisamment réguliers et que o est uniformément elliptique, I’hypothése (Cp(a)) est en fait
vraie avec o« = 3/4 — ¢ (pour tout € > 0). De plus, pour certaines fonctionnelles particuliéres,
on peut trouver des résultats spécifiques. Par exemple, lorsque F(a) = f( fo ), Qe
C(R,,RY) avec f lipschitzienne bornée, on peut montrer que (CF( )) est satlsfalte (voir

[6aD.

En accord avec ces remarques, on énonce le théoréme, d’abord dans le cadre o = 1/2 puis
avec un a € (3, 1] arbitraire.

Théoréme 3.23 ([79]) Supposons que (S, o) soit satisfaite avec a € (0,1] et que (S%) soit
également vérifiée. Soit o € (0, 1] tel que b et o sont CH sur R? & dérivées bornées. Soit
F :C([0,T],R?) — R fonctionnelle lipschitzienne telle que f, : R? — R définie par f,(z) =
E[F(X” )] satisfait (PPOI) avec une fonction associée notée g,,. Alors,

) 81 —= Z VINKT) R

VnT (ﬁ(”)(F) . EV(F)) = /nT (% . FeG=DD)) EV(F)> "ZER N (0;5%)  (3.45)

k=1

avec 6% = TE,

2
(FOX") = BIFOC) + 4 0 (X5) - Blop (X)) ] .

a n—-+oo

(i1) Si (Cr(«)) est satisfaite avec a € (%,1] et % > it (vver))” —— 0, alors est
encore vraie.
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Remarque 3.24 > Comme dans le cas marginal, on cherche maintenant identifier la vitesse
en fonction du nombre N = N (nT') de points de discrétisation. Soit a € [%, 1] et v, =Cn™".
On peut alors vérifier que

1 . a N—+oo
—> DT ) = —
\/ﬁ k_l(’YN(kT)) P> 20+ 1

Ainsi, la vitesse en fonction de N est de 1’ordre de

I3 ~nON2 sipe (71 1)
N 20417/

Lorsque o = 1/2, la vitesse optimale est donc de O(N%Jre) pour tout ¢ > 0. A nouveau,
on retrouve la vitesse du cas marginal tout en améliorant (a priori) fortement le temps de
calcul. Concernant la variance, la comparaison avec 1’algorithme originel est plus délicate que
dans le cas marginal. On peut simplement remarquer qu’en développant 5%, on retrouve une
formulation similaire & avec un premier terme purement fonctionnel (via I’inégalité de
Cauchy-Schwarz, on peut majorer ce premier terme de par celui de 5%) et un dernier
terme dans lequel on retrouve la variance asymptotique relative & (ji,,(w, f;)n>1 (en utilisant
la stationnarité du processus sous P,).

I> Si I’'on remplace le schéma (&;);>( par le schéma constant par morceaux (X;):>o (toujours
simulable), le TCL établi en (i) reste vrai sous I’hypothése légérement plus forte : il existe

1
0 >0, % Zzzl(’YN(kT))E_é — 0 lorsque n — +00. Cette restriction est exactement la méme
que celle apparaissant dans le théoréme [BITI(b).

3.3.3 Accélération de convergence par la méthode de Richardson-Romberg

Comme dans tout probléme basé sur une discrétisation de type Euler, on peut envisager
de mettre en place une méthode de Richardson-Romberg (RR) pour réduire la contrainte
liée a la discrétisation. On en rappelle le principe (dans le cadre le plus simple). Si ’on a
une formule de développement d’erreur semblable & celle de la proposition [3.167ii), alors
en introduisant le schéma de “pas moitié” (& définir dans notre cadre), on peut, via une
combinaison linéaire appropriée du schéma initial et de ce schéma de pas moitié “tuer” le
premier terme du développement et réduire ainsi significativement le biais lié & ’erreur de
discrétisation. Quand on met en oeuvre ce type de méthode dans un cadre aléatoire, on doit
aussi étre capable de gérer la variance induite par la modification de 1’algorithme pour que
cette derniére soit efficace. D’aprés [77], on sait que pour le probléme de I’approximation de
E[f(X7)], il est possible de mettre en oeuvre une méthode RR sans augmenter la variance
en utilisant des schémas consistants, ¢.e. construits avec le méme Brownienl|i.

Le but de cette section est donc de proposer une méthode RR pour l'approximation du
régime stationnaire tout en cherchant & préserver la variance de l’algorithme originel. Nous
nous contenterons ici de présenter cette méthode pour la suite (fi,(w, dz)),>1 et renvoyons &
pour les résultats concernant la suite (7, (w,dx)),>1. Le point de départ est de construire

1. Ce résultat est a posteriori naturel puisqu’il correspond au cadre ou l’on n’introduit pas d’aléa supplé-
mentaire avec le second schéma. Notons néanmoins que cette interprétation ne s’étend pas de maniére claire aux
méthodes de Richardson-Romberg d’ordre supérieur ot il semble que numériquement, le choix d’accroissements
consistants n’est pas optimal.
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un couple de schémas d’Euler associés & la diffusion (32). On introduit donc dans un
premier temps un couple de diffusions dont les dynamiques “marginales” correspondent a
celles de (3.2). Plus précisément, on fixe p€ M, , et on suppose que /, — p*p est une matrice
symétrique positive (i.e. tel que p*p < I, au sens des matrices symétriques positives). On note
(Q, A, P, (F;)t>0) un espace de probabilité filtré sur lequel on peut définir un (F;)-mouvement
brownien 2¢-dimensionnel noté (W, W) (de sorte que W et I sont deux (Ft)t>0-mouvements
browniens indépendants ¢-dimensionnels). On définit alors 1474%) par

W@ = p*W + /I, — p p W, (3.46)

de sorte que ‘ '
(WZ, W(P)7]>t = pij t, t > 0.

Pour tout p € M,, tel que p*p < I,, on note alors X)) = (X,X(p)) le processus 2¢-
dimensionnel solution de

dX; = b(X,)dt X)) dW, X, = R4
{ t (Xp)dt + o(Xy) ts 0 =T € R, (3.47)

ax” =Xyt + o (X[ aw”, X = wa€ R

On discrétise alors la premiére marginale via le schéma (& );>¢ défini précédemment de

pas (Vn)n>1 et de brownien associé W et la seconde via un schéma (ép ))tzo de pas moitié
construit a 1’aide des accroissements de W () et de la suite ﬁn)nzl définie par

Vn>1, Yon—1="72n = 'y?n
de sorte que L'y, = I'y, (o1 I, = > p—1 k). Ainsi, (§§p))t20 est défini récursivement par §ép) =y
et pour tout n € N, pour tout t € [I',,I',41) par :

&" =& + (0 = Tb(el) + o)W — WL,

On note (ﬂ,(@p) (w,dy))n>1, la suite de mesures empiriques associée a (£tp )¢ définie par :
vn>1, AP (w Zm@lz

Afin de mettre en oeuvre une méthode RR, on introduit alors (,uglp) (w, dm))n>1 suite définie
(p) .

pour tout n > 1 comme la combinaison linéaire suivante de ji, et i~ :
A0 (w, f) = 200 (@, f) = i (@, ).

Sous les hypothése (Sao) et (Sh), (fin(w,dz)),>1 et (ﬂ%p)(w,dx))nzl convergent p.s. vers
v l'unique probabilité invariante associée & Pr (et donc & (P):>0), de sorte que ([Z,(f))nzl
converge également vers v. Afin d’obtenir un résultat de vitesse de convergence, on aura
besoin d’une hypothése supplémentaire : si I’on note (QEP))QO le semi-groupe relatif a X,
il nous faudra supposer que ng ) admet une unique probabilité invariante notée ,u(p).

Cette question fera I’objet de la section suivante. Notons pour l'instant que l’existence de
v implique ’existence de u(?) mais que cela n’est pas vrai pour l'unicité (voir section [3.4]
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pour plus de détails sur ces propriétés). En revanche, ’unicité de ,u(p) implique clairement
l'unicité de v (de sorte que (S%) n’apparait pas dans le résultat ci-dessous).

On peut maintenant énoncer le résultat de vitesse de convergence de ( M (w, dx))
v

n>1 vers

Théoréme 3.25 ([79]) Supposons que (Sa ) soit satisfaite avec a € (0, 1] et que Tr(co™(x)) =

o(V?(x)) lorsque |z| — 400. Soit pe M, , tel que p*p < I, et tel que ng)) admet une unique
probabilité invariante u(P). Supposons que b et o soient C¥® (o € (0,1]) sur R? & dérivées
bornées (jusqu’a I’ordre 9). Soit f : RY — R satisfaisant (PPOI) (de fonction associée notée

g, ). Supposons que la fonction gp(l) :R? — R définie par gp(l =3 fo gT X7¥))ds vérifie
(PPOI) de fonction associée notée g ) (solution de (3.32D).

Supposons enfin que (v, ),>1 vérifie Z:;"i 7J2\7(kT) = +00 et qUe YN (nT) ~IN((n+1)T) = 0(7]2\,(nT)).
Alors :
n—-+o0o

() si \/% Y1 Vg —— 0,

VAT (R o, 1) = (1)) "2 N (0, (602

. . 4
o (6f)) =567 - = / (90@)9: (v) = Prgy (2)Prgy () ) (der, dy). (3.48)

n—-400

(i) Si \/%2211 7]2\,(kT) —— fo € (0,+00] et si (,)n>1 est telle que N(nT) = nT pour
tout n > 1, alors :
- 8i By = +o0,

s (e —vn) S, - v e 0 (X5 x5 X2) | ()

lorsque n — 400, ol x, est définie dans I’équation (3.42).
- 51 fp € (0, +00),

VAT (AP, ) = v(f)) "2 N (B, (0)?)
Remarque 3.26 e A l’aide de la stationnarité, (& (p )) peut &tre réécrite comme suit :

. 1
R = [ Varey (200 (X) = 9,.(X0) o1 (o, d).
X

e Supposons que Y, = ’yln’B avec § € (0,1). On peut montrer que

nyN k) D2H0 b0 > B € (0,1/3)

puis que

3

DO = p> .

2
7 N T)
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L’ordre de l’erreur en fonction du nombre de points de discrétisation est alors de

N=% sipe(1/5.1/3)
N—F si p e (0,1/5].

2
Le minimum est atteint en p = 1/5 et est alors de l’ordre de N 5.

e L’identification de la limite dans (ii) (i.e. lorsque p < 1/5)), requiert une hypothése sur
les pas : N(nT) = nT. Cette hypothése provient de la proposition B.16|(iv) dans laquelle
I’obtention d’un développement d’ordre 2 nécessite de faire disparaitre les termes de bords
qui deviennent non négligeables.

Minimisation de la variance. Afin d’optimiser la méthode RR, il nous faut maintenant
minimiser (&(Tp ))2. Dans la proposition ci-dessous, on montre que la variance atteint son
minimum en p = I, i.e. lorsque les accroissements sont consistants, sous la condition que
dans ce cas, on ait unicité de la probabilité invariante pour Q(Tl). Avant d’énoncer le résultat,
remarquons que lorsque W = W®), on a une probabilité invariante évidente :

va = voprl ot pa: R - R x R? est définie par pa(z) = (z,7),
1.e. la mesure image de v par ’application pa. On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.27 ([79]) Supposons (S}.) satisfaite.
(i) Pour tout pe [—1,1], 62 < (6{7)2.

(7i) Si va est I’'unique probabilité invariante de Q(Tl), alors (&gpl))Q =62

Remarque 3.28 On remarque donc que la variance asymptotique de l’algorithme RR est
toujours supérieure & celle de la procédure initiale mais que 1’on retrouve la variance de
I’algorithme originel lorsque les accroissements sont consistants et que va est unique. La
preuve de (i) est essentiellement basée sur ’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au se-
cond terme de (348). La minimisation de la variance correspond en fait au cas d’égalité
dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Ce point permet en particulier de montrer que sup-
poser les accroissements consistants est quasiment nécessaire pour retrouver la variance de
l’algorithme d’origine. Enfin, notons que lorsque p = 0, 7.e. lorsque W et W) sont indépen-

dants, I’'unique mesure invariante est ¥ @ v et que dans ce cas, la variance est maximale :
~(0\2 _ ka2
(67°)° = b7

3.4 Unicité de la mesure invariante pour les diffusions dupliquées

Dans la continuité de la section précédente et en particulier des conditions requises
pour l’applicabilité de la méthode de Richardson-Romberg et la minimisation de la variance
asymptotique, on propose de s’intéresser dans cette partie au probléme suivant : pour une
diffusion (X;);>0 & valeurs dans R? solution de ayant une unique probabilité invariante
v, en est-il de méme pour le couple X = (X, X (")) constitué de deux copies (non né-
cessairement dépendantes) de la diffusion (X¢);>0 et défini comme la solution de (347 7
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Pour toute matrice p de M, , telle que I, — p*p est une matrice positive, le processus X ()
est appelé dans la suite diffusion dupliquée. Dans cette classe de processus, on s’intéressera
en priorité au cas p = I;. En effet, il constitue le cas d’intérét dans la proposition
(7i) (i.e. le seul le cas ol ’on peut espérer appliquer la méthode RR sans augmenter la
variance) et du point de vue théorique, il s’agit en quelque sorte du cas le plus difficile
car “le plus dégénéré” (il s’agit du cas le moins diffusif). Lorsque p = [,, le processus est
aussi appelé dans la littérature 2-point motion (voir section 4.2 et [47]). Dans ce cadre,
I’ergodicité de ce processus a déja fait 1’objet de nombreux articles, en particulier lorsque
le flot stochastique vit dans une variété Riemannienne compacte ). On référe notamment
aux articles suivants [11] [6], [7], dans lesquels le comportement en temps long du flot (sous
son régime stationnaire) est lu au travers de I’exposant de Lyapounov (maximal) défini par

1
)\1 — lim sup — lOg Hqu)(fE, t)H
t—too b

ou ||D,®(x,t)|| correspond & la norme (d’opérateur) du processus tangent relatif au flot.
Les auteurs s’intéressent le plus souvent au cas ou ’exposant de Lyapounov est strictement
positif ce qui d’une part, n’a un “sens ergodique” que dans un cadre compact, et qui d’autre
part, constitue en quelque sorte le cas opposé & notre probléme du point de vue dynamique.
En effet, supposer que \; est strictement positif revient en quelque sorte a rendre la diagonale
A = {(z,x),z € M} répulsive. Or, supposer que VA est l’'unique mesure invariante relative a
(X, X) implique naturellement que A doit avoir un caractére attractif. En d’autres termes,
dans notre cadre, nous avons besoin d’'une propriété de confluence asymptotique faible des
trajectoires.

La suite de cette section est structurée de la maniére suivante. Aprés quelques énoncés
généraux concernant l’existence de probabilité invariante et également, 1’unicité dans le
cas non dégénéré p*p < I, (i.e. I, — p*p définie positive), on se focalise ensuite sur le cas
p = I,. Sous cette hypothése, on montre que 1'unicité de la probabilité invariante relative
a la diffusion dupliquée (confluence faible) est essentiellement toujours vraie en dimension
1. En dimension supérieure, aprés avoir exhibé un contre-exemple, on énonce une série de
critéres de confluence faible (de type intégral) mais aussi de confluence trajectorielle presque
stdre, lisibles sur les coefficients de la diffusion au travers d’un exposant de Lyapounov
non-infinitésimal. Ces critéres permettent en particulier de traiter des cas non triviaux
comme certaines classes de systémes-gradients & potentiel (sur-quadratique) non convexe
ou, & l'inverse, des systémes pour lesquels la confluence est induite par le coefficient de
diffusion. Enfin, on terminera en établissant un lien avec un probléme de transport optimal.

3.4.1 Propriétés générales

Dans la suite, on suppose que b : RY —» R? et 0: R — M, sont des fonctions continues
telles que l'existence forte, l’unicité trajectorielle sont satisfaites pour (3.2) et telles que
(X¢)t>0 est un processus de Markov fellérien. Ces propriétés se transférent au processus

X(¥). On note respectivement (P;);>o et (Q,ﬁ” )),20 les semi-groupes associés & X et X(¥), puis
on fait ’hypothése (par défaut) que ([);>0 admet une unique probabilité invariante v. Une

probabilité invariante pour (Qgp ))tZO sera alors notée ,u(p) puis p dans le cas particulier p = I,.

Existence de ;. On a la propriété suivante : ’existence de v implique 1’existence de u. En
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effet, la famille de mesures d’occupations (,ugp ))t>0 définie par

1 t

vt >0, ) = 2/ v (day, das) QW) (1, 2), (dyr, dys))ds (3.49)
0

est tendue car, via la propriété de stationnarité, ses marginales sont égales & v pour tout

t > 0, donc sont trivialement tendues. Il est alors classique d’en déduire (en s’appuyant sur

la propriété de Feller) que les valeurs d’adhérence de (ugp ))t>0 sont automatiquement des

probabilités invariantes pour (Qgp )),20. Notons que ’ensemble des probabilités invariantes
de ( Ep))tzo est contenu dans le convexe C de P(R? x R?) défini par

C = {p e PR x RY), u(dz x RY) = p(R? x dy) = v}

ou p(dr x RY) et u(R? x dy) sont respectivement les projections de j sur la premiére et la
deuxiéme coordonnée. Comme C est compact pour la topologie de la convergence étroite
(car les marginales sont tendues), on peut en fait retrouver la propriété d’existence & 1’aide
du théoréme de point fixe de Kakutani.

A propos de l'unicité.

— Comme on peut s’en douter, il est clair que I’on ne peut espérer 1’unicité de ,u(p) sil’on
n’a pas l’unicité de v. On peut s’en convaincre rapidement via les arguments utilisés
pour l’existence. En effet, si (P;);>9 admet au moins deux probabilités invariantes
distinctes v et 1/ (et donc une infinité en prenant les combinaisons convexes associées),
alors, on peut construire a ’aide d’une variante de deux probabilités invariantes
distinctes de marginales respectives v et 1/ et, 1/ et v.

— Outre la probabilité invariante v dans le cas p = I, on peut aussi constater que v @ v
est aussi probabilité invariante évidente dans le cas opposé p = Oy, , (cas indépendant).
De plus, si pour tout = € R4, P(z,.) = v, alors ¥ @ v est la seule.

— Considérons maintenant le cas p*p < I,;. Dans ce cadre, les propriétés classiques de non-
dégénerescence telles que 'uniforme ellipticité ou I’hypoellipticité se transférent de la
diffusion originelle a la diffusion dupliquée. Ainsi, I’unicité de la probabilité invariante
se transfére également. Pour ce qui concerne I'uniforme ellipticité, on remarque que la
matrice de diffusion (X4, Xt(p)) du couple (X, Xt(p)) satisfait

oo*(x1) o(xy)po*(x2)

A IBE R = | o)yt () oot )

On en déduit alors facilement en utilisant le caractére défini positif de la matrice
I, — p*p, que s’il existe A\p > 0 tel que pour tout z € R%, oo*(z) > \gly, alors, il existe
A1 > 0 tel que pour tout (z1,29) € R? x RY, Y(z1, 29) % (21, 22)* > A\ log.

Pour le cas hypoelliptique, on peut également montrer que la condition de Hérmander
(faible) et la contrdlabilité du systéme dynamique se transférent bien & la diffusion
dupliquée lorsque p*p < I,. Ces deux propriétés permettent également d’assurer la
propriété de Feller forte et 'irréductibilité topologique des processus de Markov consi-
dérés. On renvoie a [65], Proposition A.1 pour un résultat plus précis sur le sujet.

En conclusion, lorsque p*p < I, I'unicité de la probabilité invariante de la diffusion
dupliquée ne pose pas vraiment de probléme. Par conséquent, il en est de méme pour
I’applicabilité du théoréme [3.25] Plutdt que de vouloir absolument traiter le cas p = I,
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on pourrait alors &tre tenté d’appliquer ce résultat avec par exemple py = 01, ou
0 = 1 — ¢ avec ¢ petit. En fait, on peut conjecturer que méme lorsque l’on n’a pas
unicité de va, le choix # = 1 reste optimal (sur une classe raisonnable de fonctions)
au sens ol le supremum des “variance asymptotiques” possibles lorsque ¢ = 0 reste
majoré par celle associée au cas € > 0.

On se focalise maintenant sur le cas d’intérét p = Iqﬁ.

3.4.2 Unicité dans le cas unidimensionnel

Lorsque d = ¢ = 1, ’unicité de v implique bien celle de vA sous des hypothéses trés
générales. L’énoncé précis du résultat est donné dans le théoréme ci-dessous. Celui-
ci est divisé en deux parties. Dans la premiére, on établit l'unicité en s’appuyant sur des
outils de type ergodique. Dans la seconde, on va un peu plus loin en énongant, sous des
hypothéses (trés) légérement plus contraignantes, une propriété de confluence asymptotique
des trajectoires au travers de la fonction d’échelle p dont la définition est rappelée ci-dessous.
Dans cette seconde partie du résultat, on revisite des travaux de Has’minskii ( [48], théoréme
2.2, p.308).

Avant d’énoncer le résultat, donnons quelques définitions. On note M la mesure de vitesse
de la diffusion définie par M (d¢) = (o?p') 71 (€)dE, ot p est la fonction d’échelle définie (4 une
constante prés) par

T

p(z) = / dée Jao %(u)du, zeR.

0
Naturellement, on considére la fonction p lorsque celle-ci est une fonction & valeurs finies
(ce qui est vrai si b/o? est localement intégrable sur R).

Théoréme 3.29 ([65]) Supposons que b et o soient des fonctions continues sur R telles que
existence forte et unicité trajectorielle sont satisfaites pour et telles que (X;);>0 est un
processus de Markov fellérien. Supposons également qu’il existe A : Ry — R, strictement
croissante satisfaisant A(0) = 0 et [, AM(u) ?du = +o0 telle que pour tous z,y € R, |o(y) —
o(x)] < A(|lz —y|). Alors,

(a) si (X;)i>0 admet une unique probabilité invariante v, la probabilité va = vo (& — (£,£))7?
est ’'unique probabilité invariante pour la diffusion dupliquée (X;', X;?);>0.

(b) (Has’minskii) Supposons que p soit bien définie sur R comme une fonction & valeurs
réelles, et vérifie

lim p(x) =+oo et M est finie.
T—Fo00

Alors, v = M /M(R) est I'unique probabilité invariante de (X;);>0 et (p(Xt))i>0 est asymp-
totiquement trajectoriellement confluent : P-p.s., pour tous z1,22€ R, p(X[") — p(X;?) tend
vers 0 lorsque t — +o00.

Remarque 3.30 > Les hypothéses sur b et ¢ sont en particulier satisfaites si ces fonctions
sont localement lipschitziennes et sous-linéaires.

§. Ceci signifie en particulier que ’on ne s’intéressera pas aux autres matrices du groupe orthogonal. On
renvoie a [15] pour des résultats dans ce cadre.
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> L’hypothése impliquant A et o (issue de [51]) a pour rdle d’assurer la propriété de com-
paraison des solutions : si < y, alors p.s., V& > 0, X} < Xf. Cette propriété est en fait
l’argument clé pour les preuves des deux résultats. Pour le point (a), cette propriété est
T’outil principal permettant d’assurer que toute probabilité invariante extrémale de la dif-
fusion dupliquée est nécessairement portée par 1’un des trois sous-ensembles (disjoints) de
R? suivants : At = {(z,y),7 >y}, A = {(z,2),z € R} ou A~ = {(z,y),7 < y}. Le fait que
les marginales soient toutes les deux égales & v implique alors un équilibre entre les deux
coordonnées qui ne peut &tre assuré si la probabilité invariante est portée par AT ou A™. Il
suit alors que la seule probabilité invariante extrémale est va.

Pour le point (b), en s’appuyant sur le fait que la fonction d’échelle est croissante et que pour
tout z, (p(X}))t>0 est une martingale locale, on déduit de la propriété de comparaison que
lorsque x1 > w2, (p(X;") — p(X[?))i>0 est une surmartingale positive donc convergente. On
utilise alors le point (a) pour obtenir que cette limite est nécessairement égale & 0. Comme
cela est signalé dans 1’énoncé, il s’agit a ’origine d’un résultat de Has’minskii. Néanmoins,
la preuve proposée ici est complétement différente.

> L’unicité de la probabilité invariante de la diffusion dupliquée peut étre comprise comme
une propriété de confluence statistique des trajectoires. En effet, si ’on suppose acquise la
convergence de la mesure d’occupation associée a (X*', X*2), alors

1 t
VK >0, 2/ X7 = XP A Kds 5% yp(jag — 21| A K) = 0.
0

On parle donc de confluence faible par opposition aux propriétés de confluence trajectorielle.
On peut en particulier (facilement) montrer, en utilisant que p est strictement croissante,
que la propriété de confluence trajectorielle de (p(X;));>0 implique bien l'unicité de va.

La question naturelle est maintenant de savoir si (X¢);> satisfait une propriété de confluence
trajectorielle. On a le résultat suivant :

Corollaire 3.31 (a) Supposons que les hypothéses du théoréme [3.29(b) sont satisfaites. Si de
plus,

x
b
o ne s’annule pas et lim sup/ —5(£)d§ < 400
0

|x| =400 o

alors, P-p.s., pour tous x1, x2 € R,
Xt = X/*— 0 lorsque t— +o0.

(b) La conclusion de (a) est en particulier vraie si 0 ne s’annule pas et s’il existe K > 0 tel
que

|z| > K = sign(z)b(z) < 0. (3.50)

Ce résultat montre donc que la confluence trajectorielle est aussi une propriété trés générale
en dimension 1. En particulier, on notera que la condition (3.50) n’est nécessaire qu’en
dehors d’un compact.
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3.4.3 Un contre-exemple.

L’unicité de vA n’est pas vraie en général en dimension supérieure. On propose donc
pour commencer un contre-exemple lorsque (X;);>¢ est une diffusion 2-dimensionnelle. A
I’image du probléme d’unicité de la quasi-stationnaire de diffusions gaussiennes évoqué dans
la section [2.Z], on exploite ici le fait qu’en dimension 2, on peut tourner. Si en particulier,
la vitesse angulaire est indépendante de la position et que le rayon est ergodique et ne se
stabilise pas sur 1’origine, on comprend alors facilement que deux trajectoires issues de deux
points initiaux ayant des angles différents auront des difficultés & confluer asymptotiquement.
On considére donc le processus suivant X; = (7;cos ¢, 1esingy), t € Ry, ol (14, ¢¢)i>0 est
solution de

dry = min(ry, 1)(1 — ro)(dt +9dW}), roe Ry (3.51)
dpy = cdW?, o€ [0,27), (3.52)

ou W = (W', W?2) est un brownien standard 2-dimensionnel et ¢ et ¥ sont des réels stric-
tement positifs (voir pour une formulation en coordonnées cartésiennes). A 1’aide de
la classification de Feller, on prouve alors que zg = ro(cos @g,sineg) # 0 (i.e. 79 > 0) et si
Y€ (0,/2) alors

r — 1 lorsque t — 400, (3.53)

La composante angulaire étant un brownien standard (a constante prés), on en déduit alors
facilement que la mesure de Lebesgue sur la sphére unité S; de R? notée \s, est 'unique
probabilité invariante de (X;);>0.Vu que pr—po = cW2, il est également clair que si 7 = rge'?°
et o/ = r{)ez%, ro, 7o # 0, @0, ¢y € [0,27), alors

i x| |eileo—pp) _ ;
t£+moo|Xt XF|=le 1] P-p.s.

ce qui implique en particulier que pour tout K > 2,

t—+oco t

1 [t , . ,
lim —/ E[| X — X¥| A K]ds = |e!(?0=%0) —1].
0

Cette quantité étant différente de 0 si ¢y # ¢, on en déduit que va ne peut &tre l'unique
probabilité invariante (en utilisant que les valeurs d’adhérence de (% fg E[0 e yar]ds)i>1 sont
des probabilités invariantes pour la diffusion dupliquée). Dans cet exemple, on peut en fait

caractériser I’ensemble des probabilités invariantes de la diffusion dupliquée :
Proposition 3.32 ([65]) (a) Une probabilité ;i est invariante pour (Q¢):>0 si et seulement si
p= L(e®, e O+V)) (3.54)

ot © suit la loi uniforme sur [0, 271] et V est une variable aléatoire & valeurs dans [0, 27) indé-
pendante de ©. Enfin, une telle probabilité est extrémale (dans le convexe des probabilités
invariantes) si et seulement si V = 4, avec ¢ € [0,2m).

Remarque 3.33 > On retrouve va en posant V' = 0 et ¥®@v en supposant que V est uniforme
sur [0, 27].
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D> La propriété d’extrémalité (ou au moins I’implication directe) se comprend facilement en
remarquant que pour tout ¢ € [0,27], A, = {((01,02) € [0,27],02 — 61 = ¢}) =1 est invariant
par la dynamique.
> Le choix de (7¢);>0 est trés particulier puisque que la probabilité invariante associée est
J1. On peut en fait généraliser & toute diffusion ergodique positive (r;);>( satisfaisant les
propriétés suivantes :

- (7¢)¢>0 admet une unique probabilité invariante 7 telle que 7(R% ) = 1.

— Pour tous z,y € (0,+00), ¥ — 1/ — 0 p.s. lorsque ¢t — +oo (voir Corollaire 3.31] pour

un critére associé).

Dans ce cadre, 1 est invariante si et seulement si 1 = E(Reie, Rei(e+v)) ol IR est une variable
aléatoire de loi 7 indépendante de © et V' (définis comme précédemment).

3.4.4 Critéres d’unicité dans le cas multidimensionnel

Comme le montre le contre-exemple ci-dessus, les trajectoires du processus ne confluent
pas naturellement (méme dans un sens statistique) en dimension supérieure. En d’autres
termes, la diagonale A n’est pas naturellement attractive. On propose donc dans cette
partie d’exhiber des propriétés géométriques permettant d’assurer une telle propriété. Ce
type de démarche est assez classique dans la littérature, permettant par exemple, sous
de bonnes conditions (de convexité lorsque l'on a une diffusion-gradient) d’assurer une
vitesse exponentielle de convergence a 1’équilibre (au sens de la distance de Wasserstein).
Les résultats que 1’on présente ci-dessous peuvent s’apparenter a ce type de méthode mais
les hypothéses pour assurer 1’unicité seront beaucoup plus faibles.

Notons v l'unique probabilité invariante de (X;);>o sur R? et Py, le sous-ensemble
convexe de P(R? x R?) défini par

Ps, = {m e PR x RY),m(dw x RY) = m(R? x dy) = v, m(Agayza) = 0}.

Ce sous-espace est congu pour contenir toutes les mesures invariantes extrémales autres que
VA.

Pour S € ST (d,R) (I’ensemble des matrices symétriques définies positives), on note (.|.),
et |.|g, les produits scalaires et normes induites définies par (z|y); = (¢|Sy) et |22 = (z|z),
respectivement. De plus pour A € Myg4, on note ||A|?2 = Tr(A*SA) (norme de Hilbert-
Schmidt induite). On introduit également

b(x) —b(y)|lz —y
s,y = sup 2@ = bWz~ )
TH#Y |$ - y|s
Si [b]s+ < +00 et si o est lipschitzienne, alors on a existence forte et unicité trajectorielle
des solutions.

Les critéres présentés ci-dessous se lisent au travers d’une sorte d’exposant de Lyapounov
que nous définissons maintenant :

Définition 3.34 Pour une matrice S € ST7(d,R), I’exposant de Lyapounov non-infinitésimal
(LIN) est une fonction de (R? x R?)\ Aga,ga dans R définie par : V z, y€ RY, = # v,

(b(z) bz —y)s | Llo@) —aWi (e (@) = o*@)S(x —y)?
|z —yl? 2 |r—yl? |z —yl?

Ag(z,y) =
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Théoréme 3.35 ([65]) Soit S € ST1(d,R) telle que [b]s + < +0c. Supposons o lipschitzienne
et Zspp = {v} ou Zgpp désigne I’ensemble des probabilités invariantes associées a (Xi)i>0.
Alors, (a) si

vm € Py, /]Rd y A, (z,y)m(dz,dy) <0, (3.55)
X

alors (X¢)i>0 et sa diffusion dupliquée associée admettent respectivement v et va comme
unique probabilités invariantes.

(b) si de plus, ( fo (z,dy ds) est tendue pour tout x € R? et s’il existe ¢y > 0 tel que

t>1
2
Vm,yeRd, ZC#y, |x—y|s §50:>As(x,y)§—00 (3~56)
alors le systéme est asymptotiquement confluent, i.e.

V1,29 € RY, X' — X — 0 p.s. lorsque t — +00.

Remarque 3.36 > Les hypothéses de (a) et (b) ont une différence notable : la premiére est
de type intégral tandis que la seconde est ponctuelle. En particulier, bien que I’hypothése
A, (z,y) < 0 pour tous z,y semble &tre le cas le plus naturel dans lequel (355D s’applique,
on verra dans la section 345 que l’on peut traiter des cas ou A (z,y) prend des valeurs
strictement positives sur un sous-espace (non négligeable) de R? x R%. Notons que lorsque
Ay < 0 sur Agy, pas
compact non vide, alors ce critére prouve également 1'unicité de v.

alors ’unicité de v n’est pas requise. Plus précisément, si Zgpp est

D> Le point de départ de la preuve de ce résultat (écrit sous une forme plus générale dans
le théoréme 3.1. de [65]) est d’introduire pour une fonction 6 : R} ~ R continue, une
pseudo-fonction d’échelle fy définie par :

Yu € (0, +00), / e St ge (3.57)

et de considérer (wp((X7', X[?)))i>0 (71 # 22) ot g : RYx R — R est définie par p(y1,y2) =
Jo(ly2 — 11]?) sur Af 4, pa- L’exposant NIL correspond en fait & APy (on AP désigne le
générateur de la diffusion dupliquée) lorsque § = 1, i.e. lorsque fy(u) = log(u). Les hypothéses
et sont alors & comprendre comme des hypothéses de contraction (dans un sens
faible). Pour le point (a) dans lequel I’ingrédient principal est le théoréme de Birkhoff, le
choix # = 1 est alors “optimal”, au sens ou parmi les choix admissibles de 6, il s’agit de
celui qui génére I’hypothése de contraction la plus faible. Pour l’assertion (b) basée sur la
convergence d’une surmartingale, le choix de 6 est légérement plus restrictif, ce qui génére
la contrainte supplémentaire (3.56).

3.4.5 Applications, extensions

Localisation autour de la diagonale. Comme on 1’a mentionné dans sa terminologie,
I’exposant de Lyapounov est non-infinitésimal. Le rendre infinitésimal reviendrait en quelque
sorte & montrer que seul le comportement dans un voisinage (infinitésimal) de la diagonale
joue un réle dans l'unicité de va. Ce type de résultat n’est pour l'instant pas accessible.
Néanmoins, dans le résultat suivant, on propose un résultat de type localisation en supposant
une hypothése dite d’ellipticité directionnelle, i.e. en supposant que le terme de bruit joue
un roéle favorable dans l’attractivité de A.
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Proposition 3.37 ([65]) Supposons que [b]s + < +00, que o soit lipschitzienne et que Zspr =
{v}. S’il existe g > 0 tel que

(i) hyp. d’ellipticité directionnelle : 1g := inf{‘(a*(:v) —a*(y)S(x —y)|, |z —yls > 80} > 0,

(i) hyp. locale de contraction : Vm¢e P}, A, (z,y)m(dz,dy) <0,
|‘T*y|5§50

alors les conclusions du théoréme [3.35(a) restent vraies.

Dans les deux paragraphes suivants, on tente d’appliquer le théoréme [3.35(a) dans le cas ou
A, n’est pas strictement négatif partout.

Le cas A, < 0. On commence par le cas o A s’annule sur un sous-ensemble de R? x R
On a alors la proposition assez générale suivante :

Proposition 3.38 Supposons que [b]s+ < +00, que o est lipschitzienne et que Zspr = {v}
ol v n’est pas d support compact. Alors, VA est ’'unique probabilité invariante si

Vo,y € R4 Ag(z,y) <0 et IR >0 s.t. max(|z|g,|yls) > R = A (x,y) <O0. (3.58)

Remarque 3.39 Ce résultat s’applique par exemple aux diffusions gradient dX; = VU (X;)dt+
odW; ou U est un potentiel convexe mais seulement strictement convexe en dehors d’un
compact (on peut penser aux potentiels & fonds plat).

Pour prouver le résultat précédent, il suffit de remarquer que pour tout m € P;W, m(|x]g >
R,|yls > R) > v(Jz| > R) > 0. Bien qu’évidente, cette idée met 1’accent sur le fait que pour
exploiter le critére intégral, on est plus ou moins contraint de se ramener & v de maniére
uniforme sur l’ensemble P,jl,. Dans le point suivant, ce type d’idée est mis en place de
maniére plus fine grice a la connaissance explicite de v.

A > 0 sur des sous-domaines de R?xR?. On essaie ici d’exhiber des exemples d’applications
dans un cadre plus “hostile” ou A, peut &tre strictement positif. On se focalise sur les
diffusions-gradient & potentiel non convexe.

Proposition 3.40 ([65]) Soit U : R* — R, localement lispchitzienne, differentiable function
satisfaisant

U U
dv >0 tel que 0 < liminf (z) < lim sup (z)
|| =00 ’1"7 |z|—+o0 ‘x”y

< 400

Alors, (on rappelle que) la diffusion brownienne solution de

dX} = —VU(X})dt + ocdWy, X§ =z, (0 €RY)

_2U(x)
admet pour unique probabilité invariante v,(dx) = Cye” o2 dz.

De plus, si
vz, ye RY, A, (z,y) gﬁ—%(|x|“+|y|a) ot BER, a,a>0 (3.59)

alors, il existe o, > 0 tel que, pour tout o > 0., VA est 1’unique probabilité invariante de
la diffusion dupliquée associée.
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L’hypothése est une sorte de séparation de variables qui permet d’exploiter la connais-
sance des marginales de vA. On constate également que la conclusion attendue (unicité de
va) est valable lorsque o est suffisamment grand. Ce point peut s’interpréter comme suit :
lorsque o est grand, les zones (loin de zéro) o A,, < 0 sont plus souvent visitées ce qui
rend la diagonale attractive. Néanmoins, comme on va le voir dans le corollaire ci-dessous,
cela impose d’avoir des potentiels surquadratiques afin d’avoir une contractivité suffisante
en dehors d’un compact.

Corollaire 3.41 ([65]) (i) Supposons que U : R? — R, soit définie par U(x) = Clz|? + ¢(x)
oup > 1, C > 0 et que ¢ soit une fonction de classe C! telle que Ve est lipschitzienne.
Alors, il existe o, > 0 tel que, pour tout ¢ > 0., VA est 1’unique probabilité invariante de la
diffusion dupliquée associée (a dX; = —VU(X})dt + odWy).

2_1)2
(ii) Supposons que U : R* — R, soit définie par U(z) = M. Alors, la conclusion
précédente est valable pour tout o > 0.

Remarque 3.42 Le cas (ii) (basé sur un calcul explicite) est assez frappant et pourrait laisser
penser que I’on peut espérer mieux dans le cas général. Néanmoins, on peut aussi remarquer
que ce cas reste assez favorable car I’ensemble des puits est connexe (lorsque d > 2).

3.4.6 Lien avec le contrdle optimal.

En conclusion de cette partie, on souhaite remarquer que la question de la négativité

(au sens intégral) de ’exposant LIN (autrement dit, ’hypothése peut &tre connectée
4 un probléme de transport optimal (voir e.g. pour des rappels sur cette théorie).
Plus précisément, notons AS ‘RYxR?T - R I’enveloppe semi-continue supérieurement (s.c.s)
de A,. Lorsque [b|s+ < 400 et o est lipschitzienne, A, est & valeurs dans (—oo,C},] ot
Ch,; est une constante réelle. Notons également que lorsque b et o sont de classe Cl, le
prolongement (s.c.s) sur la diagonale de A  a une forme explicite donnée par

1 2 2

IWEROES up, <u (SJy(x) + Jf (2)S) u + H(VJ(Q@)M)HS - 2‘(VU*($)Su|u)‘ > . (3.60)
ulg=

Alors, sil’on renforce légérement ’hypothése en supposant aussi que [ Ay (z, 2)v(dz) <

0, le critére devient :

vme P, (R x RY), A (z,y)m(dz, dy) < 0.
Rd xR
Bien que légérement plus contraignante, cette nouvelle hypothése est aussi mieux posée
car P, (R? x R?) est compact. L’application m — [pa, pa Ag (2, y)m(de, dy) étant également
s.c.s., le critére peut alors s’écrire
max{ Ag(z,y)m(dz, dy), me P, (R? x Rd)} < 0.
R x R4

A T’aide du théoréme de dualité de Kantorovich et de la symétrie de /_\S, on peut & nouveau
reformuler cette hypothése sous la forme suivante :

inf{/ pdv, pe L'(v), p(x)+o(y) > Ay(z,y), (z,y)€ R? x Rd} <0. (3.61)
R4

Cette derniére formulation a pour avantage de ne dépendre que de la mesure v.
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3.5 Commentaires et perspectives

Un algorithme Romberg-multi-échelle pour le temps long. Parmi les pistes pour accélérer
la convergence, une idée naturelle consisterait & développer une extrapolation de Romberg a
I’ordre supérieur. Néanmoins, ce type d’extension pose probléme car si dans le cas développé
ici, on peut espérer préserver la variance sous condition de confluence faible, cela devient
semble-t-il faux aux ordres supérieurs. Néanmoins, on sait que grice aux algorithmes multi-
échelles (multilevel), il est possible de construire un moyen efficace de réduire la variance &
l’aide d’une combinaison appropriée de schémas d’Euler de pas grossiers et plus fins (et en
simulant un nombre de trajectoires inversement proportionnel a la finesse du schéma). Plus
récemment (voir [66]), il a été démontré qu’il était possible d’associer ’approche Romberg
et I’approche Multilevel en horizon fini.

La mise en oeuvre de telles méthodes en temps long constitue donc une piste exploitable
pour accélérer la vitesse sans augmenter la variance. Néanmoins, dans le cadre ergodique, il
n’existe pas a proprement parlé d’aspect Monte-Carlo puisqu’iln’y a qu’une seule trajectoire.
La composante Monte-Carlo apparait alors dans la longueur de la trajectoire simulée. Il
semble donc que la construction d’une telle méthode pour I’approximation de la mesure
invariante requiert la simulation de trajectoires sur des intervalles de longueur différente
puis un ajustement de ces longueurs en fonctions des variances asymptotiques de chaque
terme impliqué.

Calcul d’estimateurs dans des modéles “sparses”. Les travaux effectués jusqu’d présent
souffrent légérement d’un manque de mise en application sur des problémes concrets (voir
cependant pour des applications en finance ou sur des phénomeénes de coalescence et
fragmentation ou pour des applications aux systémes hamiltoniens). Parmi les nom-
breux cadres d’applications (comme la dynamique moléculaire par exemple), je m’intéresse
actuellement (avec Sébastien Gadat, Sébastien Gerchinovitz et Arnaud Guillin) au calcul
d’estimateurs EWA (Exponentially Weighted Aggregation) développés dans [23] dans des
modéles épars. En effet, ce type d’estimateur est en fait défini comme l’espérance sous le
régime stationnaire d’une diffusion-gradient mais en trés grande dimension. Ainsi, outre la
mise en oeuvre des algorithmes précédents, une estimation efficace nécessite une prise en
compte de la particularité du modéle et notamment de 1’aspect “sparse” du probléme.

Vers un nouveau critére de confluence faible ? Le point génant de I’hypothése de confluence
faible est qu’elle est écrite sur la base d’une famille de mesures que 1’on ne connait pas.
L’idée développée pour les diffusions gradients ou de maniére plus générale avec le théoréme
de dualité de Kantorovich est de tenter de ramener le probléme a un critére ne dépendant
que la mesure invariante v. Néanmoins, déterminer une fonction ¢ satisfaisant le critére
B6ID est généralement difficile en pratique. On pourrait donc envisager de développer des
méthodes numeériques associées & ([3.61D permettant de tester la confluence faible.

Sur le plan “théorique”, la piste la plus intéressante semble étre celle de la localisation déve-
loppée dans la proposition [3.37] En effet, certains éléments nous laissent penser que lorsque
o est constant par exemple, ce résultat reste vrai sans hypothése d’ellipticité directionnelle.
Cela signifie que le comportement au voisinage de la diagonale détermine a lui seul la pro-
priété de confluence faible. Néanmoins, une telle localisation n’est vraiment exploitable que
si l’on peut faire tendre ¢y vers 0 dans ’hypothése (ii) de la proposition [337] Ainsi, on
obtiendrait un critére “ultime” basé sur un “vrai” exposant de Lyapounov, i.e. sur la seule
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propriété suivante : fRd As (z,z)v(dr) < 0. La preuve de cette conjecture reste pour l’instant
a I’état de projet.






Chapitre 4

Sur le comportement en temps long d’EDS de type
fractionnaire

Ce dernier chapitre est consacré a certaines propriétés en temps long d’EDS fraction-
naires. Aprés une introduction générale pointant en particulier les outils inhérents a ce
type de systéme dynamique (pour I’étude du comportement en temps long), on s’intéresse
a4 deux problémes : dans la section il s’agit de la vitesse de convergence a 1’équilibre
d’EDS multiplicatives tandis que les deux suivantes sont consacrées a la construction et a
I’approximation de solutions stationnaires d’EDS dirigées par un brownien fractionnaire ou
plus généralement par un processus gaussien a accroissements stationnaires.

4.1 Introduction et rappels

Les équations différentielles dirigées par un mouvement brownien fractionnaire (fBm) ont
été introduites pour modéliser I’évolution de phénoménes dont les accroissements du bruit
sont fortement inter-dépendants. On trouve de nombreux exemples d’applications dans la
littérature. On renvoie a pour des applications en hydrologie et en télécommunications,
a pour des applications en biotechnologie ou encore & [40] et [52] [55], pour des modéles
de finance ou de biophysique (respectivement).

Du point de vue mathématique, le fait que le fBm soit un processus & mémoire, ne possédant
pas la propriété de martingale et ayant potentiellement des variations plus fortes (trajectoires
rugueuses) que le brownien standard implique que la plupart des questions naturelles liées
aux EDS associées nécessite une théorie propre.

Dans les travaux présentés ci-dessous, nous nous intéresserons d des EDS d-dimensionnelles
de type
dX; = b(X;)dt + o(X;)dBl (4.1)

ot (Bf);>0p est un mouvement brownien fractionnaire d’ordre H > 1/2 ou & des EDS plus
générales de la forme

ol (Z;)i>0 est un processus gaussien (général) & accroissements stationnaires mais dans le
cas ol 0 est une matrice constante (les hypothéses précises sur les coefficients seront données
dans la suite). Rappelons que l'on parle respectivement d’EDS multiplicatives ou additives
selon que o est variable ou constant.
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En particulier, le fait que H soit strictement supérieur & 1/2 dans le premier cas et que o
soit constant dans le second signifient que les travaux abordés ici se focalisent plus sur les
problémes liés & la mémoire du processus plutdt qu’aux problémes d’intégration du fBm. De
telles extensions sont pour l'instant & 1’état de projet. Rappelons que dans le premier cas,
I’intégrale par rapport au fBm peut étre définie via l’'intégrale de Young puisque le fBm est
(H — ¢)-hélderien pour tout € € (0, H).

Lorsque l’on aborde 1’étude du comportement en temps long (sous des hypothéses de stabi-
lité) de tels systémes dynamiques, le premier probléme a gérer est de définir correctement la
notion de mesure invariante dans ce contexte non markovien. Historiquement, la premiére
approche utilisable est celle des Random Dynamical Systems (RDS) qui s’appuie sur une vi-
sion quasi-déterministe du probléme (voir [2] [21], [38]). L’idée générale consiste & injecter tout
le bruit dans la représentation de I’évolution du systéme. Pour fixer les idées, considérons
la suite (X,,)p>0 & valeurs dans R? définie par

Xog=x, et VYn>1, XnJrl = F(Xn, An+1), (4.3)

ou F est une application mesurable de R x R? — R? et A := (A,),cz est une suite station-
naire de variables aléatoires & valeurs dans R?. On peut en particulier penser & un schéma
d’Euler associé & @I ou a (voir sections [4.3] et £.4D.

Notons © I’opérateur de shift sur 2 = (RY)? (muni de la topologie produit) défini pour
tout w € Q) par : Vj € Z, (O(w)); = wj41. Le systéme @3 peut alors &tre vu comme la
projection sur la premiére coordonnée du systéme grossi (X,,, "A),,>0) de condition initiale
(x,A) et d’évolution donnée par

Vn >0, (X,.1,0"A) =p(X,,0"A)
ot ¢ : R? x (RY)%Z — R? x (R9)% est définie par
V(z,w) € R x (R)Z, oz, w) = (F(z,w), Ow).

Si l’on note (Gp)p>1 la filtration (constante) définie par G, = o(Ag,k € Z), le processus
(Xpn, ©"A),>0) peut alors étre considéré comme un processus markovien homogéne mais
d’évolution ...déterministe (la transition est donnée par Q(z,w) = Jy(yw)). Une mesure
invariante pour (X,,, ©"A),>() n’est autre qu'un point fixe j pour ’application ji > po @~
et la loi de X associée s’obtient alors en projetant [i sur la premiére coordonnée (on peut
noter que la seconde marginale est toujours la loi de (Ay)npen)-

Bien que ce point de vue donne une définition rigoureuse de mesure invariante pour le sys-
téme, il posséde quelques défauts : du point de vue physique, cette modélisation du probléme
n’est pas trés naturelle puisque l’on a connaissance de tout le futur du processus de bruit.
En particulier, on peut ainsi facilement construire des exemples de modéles ou la mesure
invariante dépend elle-méme de tout le futur du processus (voir fin de section [£.4] pour un
exemple). Ce premier probléme est néanmoins soluble en définissant les mesures invariantes
de maniére plus restrictive. En revanche, il apparait un probléme plus important lorsque
I’on cherche a établir des critéres d’unicité de cette méme mesure invariante. L’évolution
du systéme étant déterministe, on ne peut pas espérer étendre a ce type de systéme dyna-
mique, les outils markoviens fondamentaux d’unicité de type “Feller fort+ irréductibilité”.
Via cette approche, il semble alors nécessaire d’utiliser des critéres basés sur les propriétés
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de confluence du processus, ce qui restreint fortement le champ d’application. La méme
difficulté apparait également lorsque l’on cherche a étudier la convergence a 1’équilibre du

processus.

Afin de surmonter ces problémes, Hairer [42] propose de représenter la dynamique de
(lorsque (Z¢)¢>0 est un fBm standard) au travers de Stochastic Dynamical Systems (SDS), le
but étant d’obtenir une structure markovienne physiquement raisonnable, i.e. relativement a
la filtration naturelle (éventuellement complétée) du bruit. Ceci est possible si le bruit peut
lui-méme étre muni d’une structure markovienne homogéne relativement & cette filtration.
Rappelons le principe de la construction de cette structure dans le cadre (plus simple) a
temps discret présenté ici. L’idée est de s’appuyer sur la représentation en moyenne mobile
des suites gaussiennes stationnaires (ce qui correspond a temps continu a la représentation
de Mandelbrot-Van Ness pour les accroissements du fBm, sur laquelle on reviendra dans la
suite). On rappelle qu’une suite gaussienne stationnaire réelle purement non déterministe
(voir [49] pour plus de détails) peut &tre réalisée de la maniére suivante :

—+oco
VneZ, Ap=> apbnr as., (4.4)
k=0

ou (ag)r>0 est une suite de réels positifs tels que ag # 0 et ZQ% < +00, et (&k)kez, est
une suite de variables i.i.d. centrées réduites. La suite (& )rez est le processus d’innovation
associé & (A,)n>1. Notons h: RZ” — R%™ ’application définie par h(u) = (3 /% apur_¢)r<o-
Cette application est linéaire bijective continue sur /2(Z~,R) d’inverse (continue) notée h~".
On a alors

Vn € Z, Yw € RZ" | L(Ani1]|(Anir)k<o = w) = P(w, dd)

oa P(w,dd) = N(3 ;% €, py1sag) avec £ = h™!(w). Notons que ce type de construction
vaut aussi dans le cas ¢-dimensionnel si les coordonnées du processus de bruit sont indé-
pendantes. Supposons donc construit une telle probabilité de transition sur Q x B(RY) ou
Q = (RY)%" et considérons 'opérateur de concaténation de Q x RY — () défini par

W41 if k& S -1

Vw €N, VS eRY, (wlé)y =
0 if k=0.

La suite (Ay4%)k<0)nez, est alors munie d’une structure markovienne donnée par : pour tout

f: Q=R
E[f((Ant1+k)kez- (Dnik)pez- = w) = /f(w L&) P(w, ds).

Le SDS (Xy, (Antk)k<0)n>0 est donc un processus de Markov de transition () défini par :

/g(m', wQ((z,w), (dz',dw'") = /g(F(:U, w ), w U 0)P(w,dd).

Une mesure 4 est dite invariante pour le SDS si elle I’est pour la transition ().

Remarque 4.1 Les approches RDS et SDS ont donc en commun de définir des mesures sta-
tionnaires pour (X,,),>0, i.€. telles que la loi de (X,,),>0 de condition initiale 1 est invariante
par translation. La seconde approche permet en revanche d’assurer que la mesure p soit une



86 Sur le comportement en temps long d’EDS de type fractionnaire

condition initiale admissible, i.e. telle que le processus (X,,),>0 de condition initiale 4 soit
adapté par rapport 4 la filtration (F,,),>0. Afin d’éviter de toujours travailler avec la struc-
ture markovienne (qui dans le cadre & temps continu fait appel & plus de technicité), ces
deux propriétés joueront souvent (avec un léger abus) le rdle de définition dans la suite.

Comme cela a été mentionné précédemment, 1I’approche SDS permet de construire des
critéres d’unicité de la mesure invariante qui miment ceux du cadre markovien standard,
I’idée étant de définir des notions de type “propriété de Feller forte” et “irréductibilité
(topologique)” adaptés a ce type de processus. Cette approche est utilisée dans les articles
[44], (410 et pour démontrer successivement ’unicité (dans un sens légérement différent
du cadre classique) de la mesure invariante d’EDS fractionnaires multiplicatives elliptiques
d’ordre H > 1/2, puis hypoelliptiques d’ordre H > 1/3. Enfin, dans [43], la méme théorie
est développée pour les systémes & temps discret de type (Z3).

Enfin, I’approche SDS (ou plus exactement la représentation de Mandelbrot-Van Ness) per-
met également de développer des outils pour étudier la vitesse de convergence a 1’équilibre
via des méthodes de couplage. Dans [42], il est ainsi démontré (sous des hypothéses de
stabilité) que lorsque o est constant et H € (0,1), alors la loi de (X}, );>0 solution de
dX; = b(X;)dt + odB}! converge vers la loi du processus en régime stationnaire & une vitesse
bornée pour tout ¢ > 0, par C.t~ (%) ou

o { it e (1 \{3) (4.5)
H(1—2H) if H e (0,1].

Ce résultat (qui permet aussi de démontrer 1’unicité de la mesure invariante) constitue le

=

point d’ancrage de la section suivante :

4.2 Convergence a l’équilibre d’EDS fractionnaires multiplicatives
d’ordre H > 1/2

L’objectif de ce travail est de généraliser les résultats de rappelés ci-dessus aux EDS
fractionnaires multiplicatives d’ordre H > 1/2. Il s’agit a priori du premier travail sur ce
théme dans le cadre des EDS fractionnaires.

On s’intéresse ici & (X;);>0 processus & valeurs dans R solution de
dX; = b(Xy)dt + o(X;)dBE (4.6)

oub:R? - R 5: R — My 4 sont (au moins) continues (on rappelle que M 4 est 1’espace
des matrices d x d & valeurs réelles) et H > 1/2. (Bf!);>( est un fBm d-dimensionnel d’indice
de Hurst H € (%, 1). On supposera qu’existence forte et unicité trajectorielle des solutions
issues de o € R sont satisfaites (voir plus bas pour des conditions suffisantes sur les
coefficients).

Le processus (BtH )t>0 peut étre représenté comme une intégrale par rapport & un mouve-
ment brownien standard. Parmi ces représentations, on rappelle celle dite de Mandelbrot-Van
Ness :

0
B, =an / (=) =% (AWyy — dW,), 120, @n

—00
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ou (Wt)teR est un mouvement brownien d-dimensionnel (indexé par R) et aj est un coeffi-
cient de normalisation dépendant de H. Comme on 1’a déja mentionné, cette représentation
de type “moyenne mobile” permet de munir le couple (Xy, (Bsit)s<0)i>0 d’une structure
markovienne. Plus exactement, pour des réels 6 et § tels que 0 € (1/2,H) et 6 +6 € (H, 1),
notons Wy 5 I’espace polonais construit par complétion de ’espace C5°((—o0,0],R?) (espace
des fonctions f : (—o0,0] — R? de classe C* a support compact telles que f(0) = 0) pour la

norme
HfHW _ sup ‘f(t)_f(s)‘

. (4.8)
—oo<s<t<0 [t = s[0(1 + [t]° + |s|?)

A T’aide d’une construction similaire & celle introduite dans le cadre discret dans l’intro-
duction, on peut montrer que (Xy, (Bsi¢)s<0)i>0 peut &tre réalisé sur I’espace R? x W5 au
travers d’une transition fellerienne (Q;);>o (on renvoie & [44] pour des détails). Une condition
initiale pour est une probabilité s sur RY x Wp 5. En termes probabilistes, une condi-
tion initiale est la donnée d’un couple (Xo, (B;s)s<o) oit (Bs)s<o est un fBm & valeurs dans
R indexé par (—o0,0]. Celle-ci est dite invariante pour (X;)i>0 si elle I'est pour (Q;);>p. On

en régime stationnaire est unique ((voir [44] pour plus de détails et des critéres).

Lorsque cette propriété d’unicité est satisfaite, une question d’intérét est celle de la vitesse de
convergence de la loi de Xt“ % vers le régime stationnaire (au sens marginal ou fonctionnel). Du
point de vue probabiliste, ce type de résultat peut s’obtenir via des méthodes de couplage
dont on rappelle rapidement le principe : ’idée est de construire deux copies (X;);>0 et
(Xt)tzo issues respectivement de pg et p (terminologie un peu abusive car dans ce cadre les
conditions initiales sont couplées) et de tenter de les “coller”. Supposons que ga soit possible
et notons
Too :=1inf{t > 0,Vs > t, X5 = XS}

(Xt)tzo étant de loi initiale la mesure invariante, il est donc stationnaire et pour tout ¢ > 0,
L( X)) = P, ou IP, est l'unique loi du processus en régime stationnaire. Ainsi, via la
définition de 7,

1£(Xi4.) = Pullry < P71 > t).

Dans un cadre markovien, lorsque deux trajectoires se touchent, alors il suffit pour
qu’elles restent collées que les accroissements futurs du bruit soient identiques. En d’autres
termes, la majoration précédente reste valable avec 7 = inf{X; = X’t}. Dans un cadre non
markovien, rester collé a un coit, ¢.e. nécessite un couplage non trivial. Dans [42], ’au-
teur montre (dans le cas o constant) que ce colt peut &tre contrdlé, i.e. qu’il est possible
de construire un couplage tel que la probabilité de rester collé jusqu’a l'infini est stricte-
ment positive (& chaque tentative). Chaque tentative est construite de la maniére suivante :
d’abord, on attend (classiquement) que les trajectoires ne soient pas trop loin ’une de l’autre
(dans cette partie, les innovations de B et de B sont identiques). Une fois cette étape
réalisée, on tente le couplage en deux étapes :

— Etape 1 : Sur un intervalle de longueur 1, on tente de coller X et X.

— Etape 2 : si I’étape 1 réussit, on tente de laisser les trajectoires collées jusqu’a l’infini
(cette seconde étape se réalise en fait sur des intervalles successifs [y dont la longueur
croit exponentiellement : |Iy| = 2™).

Si l'une ou l'autre des étapes rate, alors on passe & 1’étape 3, qui consiste & attendre suf-
fisamment (en utilisant des innovations identiques) pour étre dans de bonnes conditions
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pour tenter un nouvel essai de couplage. Il y a en fait deux contraintes : il faut d’une part
que les trajectoires se rapprochent & nouveau mais il faut aussi que les accroissement des
fBms associés a chaque copie soient également assez proches. En effet, I’accroissement du
fBm ayant une mémoire assez forte de son passé, le colit d’'une tentative de couplage sera
d’autant plus élevé si les passés de chaque fBms sont trés éloignés. Il faut donc laisser le
temps effacer (partiellement) la mémoire de la tentative précédente. En fait, cette seconde
contrainte s’avére &tre la plus coliteuse. On peut noter en particulier que plus 1’étape 2
&choue tardivement, plus le temps d’attente associé est élevé (de rapport exponentiellement

proportionnel).

Dans cette construction, le fait que o soit constant est fondamental pour assurer les pro-
priétés suivantes :

— Si deux fBms B et B du fBm différent d’un terme de drift, alors deux trajectoires X
et X de dirigées respectivement par B et B différent également d’'un terme de
drift : cette propriété est fondamentale pour réaliser 1’étape 1 & I’aide du théoréme de
Girsanov.

— Sous des hypothéses sur le drift de type “convexité en dehors d’un compact” deux
trajectoires X et X dirigées par le méme fBm (ou plus précisément par deux copies
assez proches) se rapprochent naturellement en un temps contrdlable de maniére dé-
terministe (ou quasi-déterministe).

Ainsi, sil’on veut étendre le schéma de couplage & un cadre multiplicatif, il faut naturelle-
ment réussir & surmonter les difficultés que géneére 1’absence de telles propriétés. Concernant
la premiére, I’idée est de restreindre a des coefficients o pour lesquels, il existe une fonction
injective h : R* — R? tel que (h(X;),h(X;)) posséde la propriété décrite ci-dessus. Cela nous
ameénera i supposer que o a la propriété suivante : x +—> 0'_1(56) est une matrice jacobienne
(0 est donc en particulier inversible). Cette hypothése sera détaillée et commentée plus bas.

En ce qui concerne la seconde propriété fortement basée sur le caractére constant de o,
I’idée naive est de tenter de remplacer les arguments de “contraction déterministe en dehors
d’un compact” par une approche de type Meyn-Tweedie dans le cadre fractionnaire : en
d’autres termes, si les trajectoires ne se rapprochent pas de maniére déterministe ou quasi-
déterministe, on peut quand méme espérer que sous des hypothéses de type Lyapounov,
elles reviennent simultanément dans un compact en un temps contrélé (en loi). Comme on
peut s’y attendre, ce probléme est plus compliqué dans ce cadre non markovien. Outre la
difficulté d’estimer le temps de retour simultané des deux trajectoires, il faut aussi avoir un
contrdle du bruit utilisé avant cet instant. Ces estimations semblant difficilement accessibles,
on choisit de contourner le probléme de la maniére suivante : pendant l’étape 3, on laisse
le temps nécessaire pour que la précédente tentative de couplage soit suffisamment oubliée
et pour que la probabilité & la fin de cette étape, que les deux trajectoires soient toutes les
deux dans un compact, soit minorée par un réel strictement positif. Cette minoration de la
probabilité est réalisée & 1’aide d’'un contrdle de l’espérance d’'une fonction de Lyapounov
du systéme, mais conditionnée a 1’échec des précédentes tentatives. Ce conditionnement
implique en particulier de comprendre les "déformations" de la loi du fBm induites par les
précédentes tentatives. Cette étape constitue I’une des difficultés principales du travail.
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4.2.1 Résultat principal

On commence par introduire les hypothéses. Afin d’assurer la propriété d’existence forte
et d’unicité trajectorielle pour les solutions de (€D (voir [74], pour des rappels), on fera
I’hypothése suivante :

(Hp) : b est localement lipschitzienne sous-linéaire et o est une fonction bornée (1 + 7)-
lipschitzienne avec (y € (4 — 1,1]).

Remarque 4.2 On rappelle que o : R? — Mg 4 est dite (1 + )-lipschitzienne (y € (0,1]) si
elle est de classe C! a dérivées partielles bornées et globalement ~-hélderiennes, i.e. si pour
tous i,j € {1,...,d}, la norme suivante est finie :

loiilhsa = sup [Vou(@)| + sup 120 = Voii(y)

(4.9)
reRd z,ycRd ’1’ - yh

On introduit ensuite une hypothése de Lyapounov permettant d’assurer la stabilité en temps
long du processus :
(Hj) : 11 existe une fonction V : RY — R* de classe C! telle que

lim inf Tﬂfﬁ) >0, et |[VV|<CVV (C>0), (4.10)

et telle qu’il existe By € Ry et kg > 0 pour lesquels

Vo eRY  (VV(x)b(x)) < Bo— koV (z).

Remarque 4.3 Outre la stabilité, cette hypothése permet d’assurer que les trajectoires ont
une probabilité (conditionnellement aux tentatives passées) minorée d’étre dans un com-
pact. On peut remarquer que les hypothéses sur b permettant d’assurer (Hg) et (Hp) sont
assez contraignantes. Elle est adaptée aux champs de vecteurs b “attractifs” (en dehors d’un
compact) dont la croissance est essentiellement linéaire. En particulier, dans ce cadre frac-
tionnaire ou l’on a absence de propriétés de martingales, il parait techniquement délicat
d’étendre aux forces de rappels a croissance strictement surlinéaire ou sous-linéaire comme
on peut le faire dans le cas des diffusions par exemple.

On termine maintenant par ’hypothése supplémentaire annoncée précédemment (pour pou-
voir réaliser I’étape 1 avec un coiit contrdlé) :

(Hy) Yz € RY, o(z) est inversible et il existe h = (hq,...,hq) : R? — R? de classe C! telle que
sa jacobienne Vh = (0;;hi); jef1,...ay est localement lipschitzienne sur R? et vérifie Vh = o L.

Remarque 4.4 [> Sous les hypothéses (Hg) et (Hz), h est un C'-difféomorphisme global de R?
dans RY. En effet, sous ces hypothéses, Vh est partout inversible et x + [(Vh)(2)]~! = o(x)
est bornée sur R?%. La propriété de C 1-difféomorphisme est alors une conséquence du théoréme
de Hadamard-Lévy (voir e.g. [89]). Cette hypothése renvoie donc & un argument de type
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“transformée de Lamperti d-dimensionnelle”. Il est cependant important de noter que cet
argument ne joue un rdle “que” localement, i.c. que dans 1’étape 1.

> Comme cela a déja été mentionné, I’hypothése (Hg) est la restriction la plus génante.
Néanmoins, on peut remarquer que l’on a peu de restrictions sur la fonction h. Par exemple,
I'nest pas requise, ce qui permet de considérer des cas ou l'ellipticité est
évanescente au voisinage de l'infini. On peut aussi facilement vérifier que les EDS satisfai-

la bornitude de o~

sant : pour tout ¢ € {1,...,d},
dX? =b;( XL, . XHdt + oy(X}E, .., XDd(BE)!

ot 0; : R? — R est une fonction strictement positive de classe C!, vérifient I’hypothese (Ha).
Plus généralement, (H3) est adaptée (au moins) pour les matrices o de la forme

0'(1') = PDlag (0'1(1'1, oo ,.%'d),. .. ,O’d(.%'l,. .. ,xd))

ol P est une matrice d X d inversible (et 0; a les mémes propriétés que précédemment), 7.e.
les cas ol la matrice o peut s’écrire comme une transformée linéaire d’une matrice diagonale.

On peut maintenant énoncer le résultat principal. Notons L£((X}"”);>0) (zesp. P,) la loi du
processus solution de sur C([0,+00),R?) de condition initiale jo (resp. de condition
initiale § ol p est une probabilité invariante). Notons fig(dz) la premiére marginale de
o (dx, dw).

Théoréme 4.5 ([32]) Soit H € (1/2,1). Supposons (Hy), (H1) et (Hz) satisfaites. Alors,
admet une unique probabilité invariante i (4 équivalence prés). De plus, pour toute
loi initiale jiy pour laquelle il existe r > 0 telle que [ |z|"fip(dz) < oo, pour tout € > 0, il
existe C; > 0 tel que
(i
IL((XEE)s=0) — Pullry < Cet (579,

Remarque 4.6 > On retrouve donc l'ordre des vitesses du cas additif. Il s’agit de la contri-
bution principale de ce résultat. Les résultats d’existence et d’unicité ne sont pas réellement
nouveaux. Cependant, si I’on compare aux hypothéses de [44], on peut noter que “mis &
part ’hypothése (H2)” qui n’apparait pas dans l’article cité, les autres hypothéses sont lége-
rement contraignantes. En particulier, b n’est ici que localement lipschitzienne sous-linéaire
et 2+ 0 !(z) ne nécessite pas de bornitude.

> Le fait que le taux ne dépende pas de H est assez surprenant. Ce taux est relié aux mo-
ments de la durée de chaque tentative. Alors que la durée de ’étape 2 a un moment d’ordre
a pour tout o € (0, H), I’étape 3 de “démémorisation” nécessite un temps plus élevé dont
le moment, aprés optimisation de la méthode est fini pour tout a < 1/8. Si, au vu de la
construction (et de la preuve) de ’étape 2, la limitation par H semble assez naturelle, on
est assez tenté d’imaginer que 1/8 n’est pas une quantité significative. Terminons enfin en
remarquant que lorsque l’on a un terme de drift (fortement) contractant partout (comme
pour le Ornstein-Uhlenbeck par exemple), on peut facilement établir une vitesse de conver-
gence exponentielle (plus naturellement en distance de Wasserstein mais aussi en variation
totale). Il est bien entendu ce type de cas ne donne pas d’indication réelle sur la vitesse
“naturelle” de convergence a 1’équilibre de ce type d’EDS et que les cas d’intérét sont ceux
ou le drift a des propriétés de contraction seulement en dehors d’un compact.
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4.2.2 Eléments de preuve

Comme on 1I’a déja expliqué, le point de départ consiste & considérer un couple de tra-
jectoires (X, X ) dont les marginales sont solutions de de fBms respectifs notés B et
B. Les processus d’innovation associés (par la représentation de Mandelbrot-Van Ness) sont
notés IV et W. On suppose pour simplifier que X est issu de # € R? déterministe et que par
ailleurs X a pour loi initiale p. L’instant de premiére tentative de couplage est noté 7y (jus-
qu’a cet instant, les bruits sont supposés identiques, i.e. p.s. ¥Vt € (—o0,7), Wy = W;). Plus
généralement, le début de la k-iéme tentative (si les précédentes ont échoué) est noté 7;_1 et
sa durée AT7y. On peut alors définir 7., par Teo := Tpr_1 + 1H ou k* :=inf{k > 1, A1, = +o0}.
En remarquant que,

+o0

P(7o >t — 1) = ]P’(To + ZATklk*>k > t),
k=1
on déduit assez facilement (voir [32], section 5) que I’on peut ramener le probléme au contrdle
uniforme en £ de :
P(AT, < 400|AT—1 < 400, Fr,_,) et E[|Am|P|A7g, Frp ]
ot (Fi)i>0 est I'augmentation usuelle de ((o(Ws, Wi))s<t)r>0 et p € (0,1) est & maximiser
(comme le suggére le théoréme et la remarque qui suit, p < 1/8).

(K, a)-admissibilité. Afin de contréler les quantités ci-dessus, on doit introduire une condi-
tion d’admissibilité. Plus exactement, on ne peut tenter le couplage que si le systéme
est dans de bonnes conditions. On parlera alors de (K, «)-admissibilité. Pour définir ce
concept, on fait maintenant I’hypothése que W et W différent d’un terme de drift noté Juw -
AW = dV~Vt + guw(t)dt, g, étant nulle avant la premiére tentative et durant chaque étape 3.
Afin de quantifier I’'impact de g,, sur les futures tentatives de couplage, on introduit un opé-
rateur R défini par : pour tout 7' > 0 et pour toute fonction g : R — R (lorsque I’expression
ci-dessous a un sens),

0 4i-m _SH—%
(RTg)(t)z/ te7 (T~ s) g(s)ds, t e (0,+00).

o t+7T —s

On peut alors définir la notion d’admissibilité de la maniére suivante :

Définition 4.7 Soient K et a deux réels strictement positifs et 7 un (F;)>o-temps d’ar-
rét. On dit alors que le systéme est (K, «)-admissible & l'instant 7 si 7(w) < 400 et si
(X (w), X2(w), (W (w), W2(w)) <) verifie :

+oo
sup/ (L+6)*(Rrgy)(0)Pdt <1 (0w g,() = gu(- + 7)) (4.11)
T>0J0

et si (X}(w), X2(w), WhH(w), W?(w))i<r) € Lk a.r Ol

U ar = {1 X7 (W) S K, [XZ(W)] S K, 9re,(W'(W)) < K et pre,(W?(w)) < K}, (4.12)

*. Lorsque le couplage réussit, les trajectoires sont collées & partir de l'instant 7,—1 + 1 ce qui explique la
définition.
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avec g9 = 2=0 avec 6 € (1/2, H) et pour € > 0,
0 9 ’ p

1 T—1 )
pre(w) = sup | / (t— )17 — (s — )T~ 2 duw, | + [|w] T2
TSSStST“Fl t - S —00 5—6

La condition nouvelle par rapport a est la seconde, qui impose a la fois que les positions
et le bruit antérieur soient contrdlés par une constante K a calibrer. Sans rentrer dans
les détails, la condition de (K, «)-admissibilité permet d’assurer que la probabilité que le
couplage soit réussi (i.e. tel que les trajectoires restent collées jusqu’a l’infini) est minorée :
il existe dy > 0 tel que pour tout k£ > 1,

P(AT, = +OO|{A7—,€71 < oo} N QK,a,Tk,l) > .

Une des difficultés principales consiste alors & montrer que la probabilité de (K, o)-admissibilité
est également minorée : il existe J; > 0 tel que pour tout k£ > 1,

P(QK@W@‘Akal < 400) > 6.

La preuve de cette propriété s’effectue en deux étapes principales. Il faut d’abord contré-
ler les variations de W et de W avant l’instant Tk, conditionnellement aux échecs des tenta-
tives précédentes. Ceci nécessite a la fois une connaissance assez précise de la construction
des browniens a chaque étape du couplage pour pouvoir identifier les “déformations” géné-
rées par chaque scénario de couplage passé. Une réinjection de ces contrdles dans la repré-
sentation de Mandelbrot- Van Ness permet ensuite d’identifier 'impact de ces déformations
sur les accroissements futurs du fBm (voir lemmes 4.5, 4.6 et 4.7 de [32] pour plus de dé-
tails). La seconde étape consiste & s’appuyer sur I’hypothése de Lyapounov pour contrdler
E[V"(X,,)+V"(X,,)|ATy < +00] (ot 7 est un réel strictement positif). Conditionnellement &
la premiére étape, le point clé pour établir ce contrdle est le résultat de contraction suivant
(proposition 4.4 de [32]) : si (Hp) et (H;p) sont satisfaites, alors, pour tout 6 € (1/2,H), il
existe p € (0,1), C > 0 et r > 0 tels que pour tous x € R,

1 1 BH _ BH
V(X1) < pV'(2) + C(1+ | B|fg") ou |Blgt = sup ——=2-. (4.13)
o<s<t<1 (t—3)
Par une itération de cette inégalité, on constate que le contréle de (V" (Xy))nen est alors
possible via celui de la suite (||6NBH||2’1)N€N ou (VN BH), = Bl — BX, qui lui est basé sur
les résultats de 1’étape précédente.

4.3 Approximation de solutions stationnaires d’EDS multiplicatives
d’ordre H > 1/2

Dans cette section et celle qui suit, I’objectif est de construire des méthodes d’approxi-
mation du comportement en temps long d’EDS fractionnaires. En horizon fini, les pro-
priétés de convergence de schémas de discrétisation de type Euler ont déja fait 1’objet de
nombreux articles (voir par exemple les articles suivants ainsi que les références associées
[73, 72, 24, [71], [27]). Pour ’approximation du comportement en temps long, les références
sont plus rares. On peut néanmoins citer 1’article [39], dans lequel la convergence d’une
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procédure basée sur un schéma implicite est étudiée lorsque o est constant et des propriétés
de contraction forte sont supposées sur le drift (permettant de voir la mesure invariante
comme un attracteur aléatoire au sens des RDS).

Dans les travaux présentés ici, I’approche est similaire a celle développée dans le chapitre
B, basée sur l’approximation de la mesure d’occupation du processus par celle relative a
un schéma de discrétisation associé. En revanche, contrairement au chapitre [3, on choisit
ici de baser 1’étude sur un schéma d’Euler & pas constant (& la maniére de [94]). Ce choix
est dd & des difficultés techniques liées au pas décroissant dans ce cadre (mais qui sont a
priori surmontables) mais aussi & un aspect simulation. En effet, contrairement a celle des
accroisssements (indépendants) du brownien standard, la simulation du fBm est coliteuse
et non (raisonnablement) récursive (voir plus bas pour des détails sur l’aspect simulation).

Ainsi, I’intérét d’une procédure & pas décroissant s’en trouve réduit car il n’est alors pas
possible d’exploiter une simulation précédente pour affiner I’approximation.

Dans toute cette section, on considére donc (X;);>0 processus a valeurs dans R? solution de
dX; = b(Xy)dt + o(X)dBf (4.14)

oub:R? R4 g : R — My 4 sont continues (on rappelle que M , est ’espace des matrices
d x q & valeurs réelles) et H > 1/2. (B}!);>0 est un fBm ¢-dimensionnel d’indice de Hurst
He (%, 1) (la seule différence avec est qu’ici d n’est pas nécessairement égal & ¢). On a
pour objectif d’approcher (sur un espace adéquat) la probabilité P du processus en régime
stationnaire, qu’on appellera ici solution stationnaire. Avant de préciser la définition de
solution stationnaire, on fait quelques rappels sur les espace hélderiens. On note ct (Ry, Rd),
I’ensemble des fonctions f : R? - R globalement holderiennes sur tout compact, .e. telles

que
VT>0, Iflor = swp LSO

< 400.
o<s<t<T (t—3)?

Muni de la distance ¢ définie par

So(f,9) =D 27N (1A sup [f(t) —g® + If —gllon | |,

NeN Ost=N

I’espace CQ(RJF,]Rd) est un espace métrique complet mais non séparable (voir par exemple
[46]). Afin de le rendre séparable, on le restreint au sous-espace fermé des fonctions [ telles
que

t —
VT >0, wyr(f,6):= sup ) fe(s)‘ 020, . (4.15)
0<s<t<T0<[t—s|<s |t — 5]

Ce nouvel espace est noté C/(R,,RY). Sous I’'hypothése (Hy) introduite dans la section
précédente, les solutions de @I4D sont & valeurs dans C’(R,,R?%). On peut alors définir
les solutions stationnaires de (14D de la maniére suivante (sans faire appel & la structure

markovienne introduite plus haut) :

Définition 4.8 Soit 0§ € (1/2,H) et (X;);>0 solution de @I4). Soit P la loi de (X)i>¢ sur
CY(R,,RY). Alors, P est appelée solution stationnaire de (&14) si P est invariante par I’opé-
rateur de shift (standard) sur C’ (Ry, Rd). Une telle solution stationnaire est dite adaptée, si
Vit >0, (Xs)o<s<t et (Bf)szt sont indépendants conditionnellement a (Bf)sgt.
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Remarque 4.9 Par un léger abus, on identifie le processus et sa loi. La définition donnée
ici correspond a celle de [44]. La notion d’adaptation assure le caractére physiquement
admissible des solutions stationnaires. Via la représentation de Mandelbrot-Van Ness, cette
condition peut étre reformulée de maniére plus simple au travers du processus d’innovation.
Supposer la solution adaptée revient exactement & supposer que pour tout ¢ > 0, (X¢)o<s<¢
et (Ws — W;)s>+ sont indépendants (ce qui est en fait vrai dés que X est indépendant
de (Wt)tzo)- En d’autres termes, cette condition exclue les solutions construites en faisant
usage du futur des innovations. On verra dans la suite que la construction ergodique utilisée
ici garantit ce type de propriété. Notons pour terminer que la notion d’unicité de mesure
invariante & équivalence prés évoquée dans l'introduction coincide exactement avec la notion
d’unicité de solution stationnaire adapteée.

Afin d’approcher la loi P, on introduit la procédure suivante. On fixe 7y un réel strictement
positif puis on discrétise I’equation (ZI4) par un schéma d’Euler (standard) (X, );>o défini
par : X, =z € R? et pour tout n > 0,

Vi e [ny, (n+1)y), X =X +(t—n)b(X],)+ U(X;C{)(Bg{ - Bfﬂ/) (4.16)

On définit ensuite la suite (P (w, d)),>1 sur C’(Ry,R?) avec § < H par

1 n
vn>1, PO (wda) == dxo o (do)
vy(k— .
s

ou X;ﬁr_ désigne le processus X shifté de t.

Remarque 4.10 On peut ici noter que le fait de considérer une mesure d’occupation fonc-
tionnelle (et non marginale) n’est pas dd & un désir de généralité. En effet, dans ce cadre non
markovien, la mesure empirique marginale P (w,dz) = LS h .0 X7, _, me contient pas
assez d’information pour que ses limites potentielles puissent étre car;(ctér)isées. Le passage
par le fonctionnel peut donc étre percu comme un outil quasi-obligatoire pour la convergence
de la procédure méme marginale.

La suite (P(™)(w,da)),>1 est en particulier construite pour approcher “la” solution sta-
tionnaire de I’équation discrétisée a ~ fixé. Une telle solution est définie de maniére quasi-
identique au cas continu :

Définition 4.11 Soit (Y, );>¢ solution de : Vn > 0,
vVt e [ny,(n+1)y), Y] =YL +(t—ny)b(Y,),) + J(Y,;L/)(Bf] — Bgy) 4.17)

et P sa loi sur C°(Ry,R%) ou 6 € (1/2, H). P" est appelée solution stationnaire de (&I7D si
P7 est invariante par l’opérateur ©. défini sur C’(Ry,R%) par ©.(w) = w(y + .). Une telle
solution stationnaire est dite adaptée, si Vt > 0, (Y )o<s<t et (BH)s>; sont indépendants
conditionnellement & (B),<;.

La seule différence avec la définition (4.8) est qu’ici la stationnarité n’est exigée que dans
un sens discret (en effet, comme tout schéma & temps continu, celui-ci ne peut &tre muni
d’une structure homogéne en temps continu).



Approximation de solutions stationnaires d’EDS fractionnaires multiplicatives 95

Unicité des solutions stationnaires adaptées. On note (S7) I’hypothése :

(S7) (v > 0) : 11 existe au plus une solution stationnaire adaptée de (Z.14) (resp. de (ZI7D)
si vy = 0 (resp. si ¥ > 0). En accord avec la remarque &9, on rappelle que (SY) peut &tre
obtenue via les critéres de [44] ou par les résultats de la section précédente. Lorsque v > 0,
on a le résultat suivant (obtenu comme application de [43]) :

Proposition 4.12 ([18]) Soit H € (1/2,1). Supposons que d = q et que b et o soient de classe
C?. Supposons que o soit inversible et que sup,cpa o ‘() < +o0o. Alors, (S7) est vérifiée
pour tout vy > 0.

Convergence de (P (w,da)),>;. On peut maintenant énoncer le théoréme principal :

Théoréme 4.13 ([18]) Soit H € (1/2,1) et 6 € (1/2,H). Supposons que (Hg) soit satisfaite
et que (Hy) le soit également avec V de classe C?> de Hessienne bornée. Si (S7) est vérifiée
pour tout v > 0, alors
(1) il existe 9 > 0 tel que, pour tout v € (0,7),
lim P™)(w,da) =PV (da) p.s.,

n—+o0o
pour la topologie de la convergence étroite induite par C’(R,,R?) et P7 désigne I’unique
solution stationnaire adaptée de (ZI7D.
(ii) Si de plus (S°) est vérifiée, alors,

R _
%L)I%P (do) =P(da) a.s.

ou P désigne I’'unique solution stationnaire adaptée de (&.14).

Remarque 4.14 > Mis & part I’adaptation sur laquelle on reviendra juste aprés, I’architecture
de preuve est relativement standard. On établit dans un premier temps un contrdle uniforme
de E[V(X,,)] & l'aide de ’hypothése de Lyapounov qui permet ensuite de déduire une
tension p.s. marginale puis fonctionnelle de la suite (P(™7)(w,da)),>; ((voir par exemple
[88l, Théoréme 1.4 pour des critéres de tension sur 59(R+,Rd)). Il suffit alors d’établir
que les valeurs d’adhérence sont des solutions stationnaires de 1’équation discrétisée pour
obtenir le point (i). La stationnarité est quasi-automatique tandis que le fait que la limite
soit solution de I'EDS discrétisée est une conséquence de l’ergodicité des accroissements du
fBm. La preuve de (ii) est basée sur le méme concept mais pose plus de problémes. En effet,
obtenir la tension de P7 implique indirectement de contréler E[V(X,,)] uniformément en n
mais aussi en 7. L’obtention de la double uniformité (et notamment la seconde) constitue la
difficulté principale et nécessite un contréle trés fin de 1’évolution du schéma d’Euler sous
I'hypothése (Hy).

Concernant l’adaptation, la preuve se base sur des méthodes de martingales qui ex-
ploitent I’idée suivante : lorsque ’on initialise le schéma (ou le processus) en une condition
initiale qui ne dépend pas du futur, alors, les translatés de cet objet conservent cette pro-
priété. Ainsi, celle-ci se transfére aux limites de moyennes de (mesures de Dirac en) ces
processus translatés.
> La vitesse de convergence des mesures d’occupation vers le régime stationnaire (& temps
discret ou continu) reste a ce jour un probléme ouvert (voir section pour plus de détails
sur ce sujet).
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Simulations numériques. On propose ici d’illustrer numériquement ce résultat sur un exemple
en dimension 1. On considére (X;);>o solution de

dX; = —Xydt + (4 + cos(X;))dB
pour laquelle on cherche a estimer la densité de sa loi stationnaire marginale notée v,
D’aprés le théoréme [£.13], pour toute fonction f : R? — R,

lim lim P"(w, f) = v7(f)

y—0n—+o00

ou 730(”’7) =1/nd,_,0 b L’approximation de densité s’effectue alors classiquement par
convolution avec un noyau zchoisi ici gaussien). Les accroissements du fBm sont simulés &
l’aide de la méthode de Wood-Chan (voir [98]), basée sur le plongement des accroissements
fractionnaires dans une matrice symétrique circulaire (dont les valeurs propres peuvent &tre
calculées par “Fast Fourier Transform”). Notons que la complexité de cette méthode est en
nlogn (et que, par conséquent, le temps de calcul reste raisonnable méme pour des valeurs
assez grandes de n).

Dans la figure &1, on s’intéresse & la comparaison de de v! (lorsque H = 3/4) avec V2
o v3 désigne la mesure invariante de la diffusion dX; = —Xdt + (4 + cos(X;))dW;. Dans
ce cadre unidimensionnel, y% est explicite (notons au passage que dans le cas des EDS
fractionnaires, les seuls cas ou la loi stationnaire est explicitable sont les processus de type
Ornstein-Uhlenbeck, i.e. les cas ou I’EDS est un processus gaussien, voir e.g. [16]). Dans la
figure on propose de tester numériquement la vitesse de convergence de la procédure.

0.1r
0.081
0.06 -
0.041

0.021 A

3 1
Figure 4.1 : Densité approchée de v4 (en continu) comparée & celle de v; (discontinu),

n =107, v = 0.05

Dans la premiére figure, on constate que y% a une queue de distribution plus épaisse.
Ceci est naturel puisque la variance du fBm (au-delda de t = 1) croit avec H. Du point
de vue dynamique, on peut aussi y voir (de maniére quasi-équivalente avec l’interprétation
précédente) un lien avec la corrélation positive des accroissements du fBm lorsque H > 1/2
qui accentue l’inertie de la particule.
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0.16
0.14f ',

0121 > '

Figure 4.2 : Densité approchée de Vi pour n = 10° (“dotted”), n = 10° (“dash-dotted”),
n = 107 (continu)

4.4 Existence et approximation de solutions stationnaires d’EDS gaus
siennes

Il s’agit ici de s’intéresser au méme probléme pour une EDS d-dimensionnelle additive
mais dirigée par un processus gaussien a accroissements stationnaires général noté Z :

Yt >0, dX,=b(X,)dt+dZ,, (4.18)

ou b : R - R? est une fonction (au moins) continue. Notons que si o est une matrice
constante, 0Z est encore un processus gaussien. Ceci explique I’absence de coefficient devant
le processus directeur. Le but de ce travail (antérieur & celui de la section précédente) est
principalement de comprendre quels types d’hypothéses sont nécessaires sur la structure
de covariance du processus directeur pour assurer l’existence de solution stationnaire. De
plus, I’approche choisie étant la méme que précédemment, elle procure & la fois une preuve
constructive de l’existence et une méthode d’approximation de ces derniéres.

On suppose donc ici que (Z;)icr = (Z},...,Z%)icr est un processus gaussien centré nul
en 0 & accroissements stationnaires. Pour tout ¢ € {1,...,d}, on note ¢; : R — R la variance
associée : pour tous s,¢, E[(Z] — Z})?] = ¢;(t — s). On en déduit facilement que

Vs<t, E[ZiZ]= % (ci(t) + i) — cit — )
puis que
Vs <t BIZZh— Z)] = 5 (et +5) — ailt) — (eilt) — eilt — ).

Lorsque ¢; est de classe C?, on comprend alors en appliquant la formule de Taylor que la
dérivée seconde de ¢; contient une information importante sur la structure de corrélation du
processus. On fera ici ’hypothése suivante :

(A;) Pour tout i € {1,...,d}, c; est continue sur R, et C? sur (0, +0c0). De plus, il existe
a; € (0,2) et b; > 0 tels que :

Ct~% Vvte (0,1)
(1) < ’ (4.19)
@l < {Ctbi vt > 1.
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Lorsque (Z});>0 est un fBm d’indice de Hurst H € (0,1), ces hypothéses sont satisfaites
avec a; = b; = 2 — 2H. La quantité b; indique la vitesse de décorrélation des accroissements.
En particulier, pour tout ty > 0, E[Z} (Z{,,, — Z{)] — 0 lorsque ¢ — +00. Via le théoréme
de Maruyama (voir [68, 97]), on en déduit alors que les accroissements du (Z});>0 sont
ergodiques, i.e.

1 t
;/ 5Zsi+ 7Z;'d3 ti) £((Zt)t20) p.S.,
0 .

ce type de convergence étant aussi valable pour des moyennes discrétes.

D’autre part, a; est une quantité reliée aux variations locales du processus. En particulier,
(419D implique que dans un voisinage de 0,

t si a; € (0,1),
ci(t) <C(tlnt sia; =1, (4.20)
t27%  sia; € (1,2).

Naturellement, plus a; est grand et plus la variance “croit” fortement au voisinage de 0.

Pour tout 7 > 0, on considére pour cette équation la suite empirique (P™7)(w,da)),>1
construite de maniére identique a la section précédente mais cette fois basée sur le schéma
d’Euler (& temps continu) de pas 7 associé & (&I8). On travaillera de plus ici sur ’espace
C(R,,RY) des fonctions continues de R, dans R? muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts.

Les notions de solutions stationnaires dans les cas continus et discrétisés (sur l’espace
C(R+,Rd)) restent identiques & la section précédente. L’adaptation peut également 8&tre

définie de maniére identique (en remplagant B par 7).
On introduit également une hypothése de Lyapounov similaire 4 la section précédente (dans
le cas particulier V(z) =1+ |2|?) :
(Az) :
(i) 11 existe C' > 0 tel que |b(z)| < C(1+|z|) Ve R™
(i) 11 existe B € R et a > 0 tels que

(,b(z)) < B — alz]”.

En revanche, dans ce cadre additif mais beaucoup plus général du point de vue du bruit
directeur, on s’appuie ici sur une hypothése supplémentaire qui joue un réle important
lorsque le pas de discrétisation tend vers 0 :

(A3) : b est lipschitzienne et il existe a > 0 et 3 > 0 tels que Vz,y € RY,

(b(z) = b(y),z —y) < B — afz —y|*.

Remarque 4.15 On note que (Ag) implique (Ag)(i7). L’intérét de ce type d’hypothése (de
contraction forte en dehors d’un compact) est de pouvoir contrdler la distance entre une
solution de (&.I8) et le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (Y});>0 solution de dY; = —Y;dt+dZ;
(au sens continu ou discrétisé), pour lequel il est possible de faire des calculs fins. Plus
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exactement, si ’on note (X, )n>1 €t (Xy4)n>1, les schémas associés respectivement a (&I8)
et & dY; = —Yidt + dZ;, alors, sous (Az),

sup limsupE[| X,y — S, [ < +00 (70 > 0).
Y€(0,70) Moo

Cette propriété implique & son tour que pour toutes lois stationnaires marginales 17 et u”
associées respectivement aux schémas (X )n>0 €t (Znqy)n>0, SUD, (040 175 (12]) — 1y (|2*)] <
C < 400 (ou C ne dépend pas des lois stationnaires considérées). Or, & ’aide de la structure
gaussienne du Ornstein-Uhlenbeck, on peut montrer, via un calcul quasi-explicite que sous
2 . 2 .
(A1) SUP,c(0,49) Hoy(|2]7) < C, ce qui permet de conclure que sup,¢(g,)(¥y)[z|") < 2C (ou C
ne dépend pas de la loi stationnaire considérée). Par conséquent, si 1’on note I/, 1’ensemble
des lois stationnaires marginales associées a 1’équation discrétisée de pas v, (uv)we(o,'yo) est
tendu. Ce point est fondamental pour l’obtention du résultat principal de cette section
énonceé ci-dessous :

Théoréme 4.16 ([17]) 1. Supposons (A1) et (Ag) satisfaites. Alors, il existe vy > 0 tel que
pour v € (0,7), (P (w,da)),>1 est p.s. tendue sur C(Ry,R?). De plus, pour tout 7y €
(0,70), toute valeur d’adhérence P? est solution stationnaire de I’équation discrétisée (de
pas 7).

2. Supposons de plus (Ag) satisfaite et pour tout vy € (0,7), notons U7V (w) I’ensemble p.s.
tendu des valeurs d’adhérence de (P") (w,da)),>1. Il existe 1 € (0,70) tel que (U (w))y<,
est p.s. tendu sur C(R,R%). De plus, toute valeur d’adhérence lorsquey — 0 de (U7 (w))<,
est une solution stationnaire de (ZI18).

Contrairement au théoréme [£.13], cet énoncé ne précise pas si les solutions stationnaires
sont adaptées. Ce point sera abordé plus bas. D’autre part, on fait ici le choix de présen-
ter un énoncé sans unicité de la loi stationnaire. Naturellement, les résultats ci-dessus se
transforment en propriétés de convergence lorsque l’on a unicité. Via des techniques de
confluence de trajectoires, on peut facilement montrer que 1’unicité est satisfaite lorsque
(A3) est vérifiée avec § = 0. Comme on ’a déja mentionné, ce cadre est néanmoins restric-
tif. Lorsque (Z;)icr est un processus gaussien non dégénéré, il est tout a fait raisonnable de
penser que l'unicité de solution stationnaire adaptée puisse étre obtenue via une adaptation
des méthodes de type “Feller fort+irréductibilité topologique” présentés dans l’introduction
du chapitre. Néanmoins, de tels résultats n’existent pas encore dans la littérature.

Adaptation. Comme on I’a déjad mentionné, il est a priori possible de construire des solutions
stationnaires physiquement absurdes. Supposons par exemple que (Z;);>( soit un mouvement
brownien standard. Alors, (X;);>¢ défini par X; = — f;roo e'=*dZ, est une solution station-
naire de dX; = X;dt + dZ; dont la condition initiale Xy = — 0+°° e °dZs n’est clairement pas
adaptée (puisqu’elle dépend de tout le futur du processus de bruit). On remarque que cet
exemple (qui n’est autre que le retourné en temps du processus d’Ornstein-Uhlenbeck sta-
tionnaire) ne satisfait pas I’hypothése (Ag). Plus exactement, son caractére explosif lorsqu’il
est issu d’une condition initiale déterministe (par exemple) implique qu’une telle solution
ne peut étre obtenue comme limite de mesures d’occupations issues d’un point initial dé-
terministe.

Une preuve rigoureuse du caractére adapté des éléments de (/°*7(w)) et des valeurs d’adhé-
rence ((U>7(w)))y lorsque v — 0 nécessite néanmoins un minimum d’information sur la



100 Sur le comportement en temps long d’EDS de type fractionnaire

dynamique du processus du bruit. Dans la section 6.2 de [17], on démontre qu’'une telle
propriété est satisfaite lorsque la suite (A} := Z,, — Z(n—l)y)nez (ou (Z;)t>0 dans le cas
continu) admet une représentation en moyenne mobile (voir (Z4)). L’adaptation est alors
obtenue en exploitant la construction moyennisée et des méthodes de martingale. Rappe-
lons pour terminer que la représentation en moyenne mobile est valable si le processus est
purement non déterministe (i.e. ne contient pas de partie dont la dynamique est prévisible).
Cette restriction n’en est en fait pas vraiment une car dans le cas général, on sait d’aprés la
décomposition de Wold qu’un tel processus gaussien peut étre décomposé comme la somme
de deux processus indépendants respectivement purement déterministe et non déterministe.
Le “futur” du processus coincide alors avec celui de la partie purement non déterministe et
on est ramené au cas précédent.

Dépendance entre X et (Z;);>9. Comme on I’a déja mentionné, une condition initiale d’une
solution stationnaire adaptée est la donnée d’un couple (Xo, (Z¢)i<o). Sous l'influence des
habitudes markoviennes, on peut étre malgré tout tenté de se poser la question de savoir s’il
s’agit réellement d’un couplage. Supposons donc que Xy soit indépendant de (Z;);<o. Dans
ce cas, X( est également indépendant de (Z;);>0 et on a la proposition suivante :

Proposition 4.17 ([17]) Soit (X;);>0 une solution stationnaire (pas nécessairement adaptée)
de @I8D. Si X est indépendent de (Z;);>0, alors (Z;);>0 est & accroissements indépendants.
7/ étant & accroissements stationnaires, on a par conséquent : 4 = QW ou W est un d-
mouvement brownien standard et () est une matrice déterministe.

4.5 Quelques perspectives

A propos de la vitesse de convergence a 1’équilibre. Le probléme de la vitesse de conver-
gence en loi (marginale ou fonctionnelle) vers la loi stationnaire est un probléme ou de
nombreuses questions sont ouvertes. Concernant le probléme particulier des EDS multi-
plicatives, il serait intéressant dans un premier temps de tenter, dans le cas H > 1/2 de
s’abstraire de I’hypothése : ! est une matrice jacobienne”. Dans les techniques de preuve
développées dans [32], le seul verrou est la question du couplage des positions & coit raison-
nable (cf Etape 1 du couplage). Plus précisément, il faut &tre capable de coller les trajectoires
d l’aide d’un terme de drift (dont l’intégrande a une régularité hoélderienne d’exposant adé-
quat). Ce probléme est actuellement en cours de résolution, 1’idée principale étant de baser
la construction de ce terme de drift sur la famille de processus tangents associés a 1’équation.
Dans le cas H < 1/2, il semble alors que la difficulté principale soit de réussir & adapter les
arguments de type Lyapounov permettant d’assurer la (K, «)-admissibilité.

tco.—

La question plus générale est celle de l’ordre “réel” de la vitesse. Au vu de la structure de
dépendance du fBm, il semble raisonnable de penser que la méthode de couplage jusqu’a
I’infini utilisée ici génére une vitesse réelle de type polyndmial mais il serait néanmoins
intéressant d’identifier le bon exposant. Sil’on considére maintenant le probléme du point de
vue marginal, i.e. celui de la distance de (L(X}) a 1) (ou 1 est la loi stationnaire marginale),
on peut aussi penser que l’approche de type “collage jusqu’a l’infini” est sans doute trop
cofiteuse pour identifier I’ordre réel de la vitesse associée. Par exemple, via cette approche,
on ne peut a priori pas capter la vitesse du brownien fractionnaire sur la sphére, qui est

R H
explicitable. En effet, si X; = e'B", on peut facilement montrer, en utilisant un scaling et
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la vitesse exponentielle de convergence du brownien standard vers la loi uniforme Ag sur
la sphére, que ||£(X;) — \g|| est de I’ordre de exp(—t>"). Notons que bien qu’il ne soit pas
du tout clair que cet ordre soit représentatif, il a cependant 1’intérét de mettre en avant la
dépendance de la vitesse & H.

Parmi les projets actuels pour tenter de mieux capter l'ordre de la vitesse, une idée
serait de regarder le probléme en distance de Wasserstein dans le cas simple unidimensionnel
dX; = —U'(X;)+dB}! ou U est un potentiel & fonds plat, strictement convexe en dehors d’un
compact. Lorsque les fBms de chaque trajectoire sont égaux, les trajectoires sont confluentes.
La vitesse de confluence est alors fonction du temps passé en dehors du compact. Dans ce
cas particulier, I’intérét est de pouvoir ramener le probléme a celui des temps de retour de
I’EDS fractionnaire dans les compacts.

A propos des méthodes d’approximation. Outre ’extension aux “vraies” EDS fractionnaires
d’ordre H < 1/2, la question naturelle est celle de la vitesse de convergence de ces mesures
d’occupation vers le régime stationnaire. Dans le cas ou o est constant, il existe une fonction
pour laquelle la vitesse est explicitable : il s’agit du drift b. En effet,

1 [t X — X, B
tliH (;/ b(XS)dS> = tliH <tf0 - O'Tt> :>N(0,0'2).
0

Dans le cas général, un résultat de normalité asymptotique de ce type semble inenvisageable.
En revanche, d’aprés les récents résultats de [90], il est possible de prouver des résultats
de concentration pour la mesure d’occupation (via l'obtention d’inégalités de Talagrand
pour la loi des solutions d’EDS fractionnaires). Ainsi, au moins dans le cas continu, on en
déduirait une estimation (non-asymptotique) de la distance entre 1/t fg 9(Xs)ds et fi(g) en
combinant ce résultat avec un résultat de convergence a 1’équilibre. Dans le cas ou le drift
est suffisamment contractant pour assurer une convergence exponentielle & 1’équilibre, on
retrouve a priori une erreur en t7=1, 11 semble donc que cette approche soit raisonnable pour
envisager un contrdle de ’erreur entre la procédure d’approximation (discrétisée) et la loi
stationnaire. Notons pour terminer que les méthodes d’approximation du régime stationnaire
ont des liens assez forts avec le probléme de l’estimation du drift, qui se base généralement
sur une observation en temps long de la trajectoire. Ainsi, il semble que les outils développés
ici puissent jouer un rdle important dans ce type d’étude (dans le cas fractionnaire). Ce
dernier point fait aussi partie des projets actuels (en collaboration avec Bruno Saussereau
et Samy Tindel).
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